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修建 国 
(中 国 科学 技术 大 学 校长 ,中国 科学 院 院 士 第 三 世界 科学 院 院士 ) 


大 学 最 重要 的 功能 是 向 社会 输送 人 才 。 大 学 对 于 一 个 国家 、 民 族 乃 
至 世界 的 重要 性 和 贡献 度 , 很 大 程度 上 是 通过 毕业 生 在 社会 各 领域 所 取 
得 的 成 就 来 体现 的 。 

中 国 科学 技术 大 学 建 校 只 有 短 短 的 五 十 年 ,之 所 以 迅速 成 为 享有 较 
高 国际 声誉 的 著名 大 学 之 一 ,主要 就 是 因为 她 培养 出 了 一 大 批 德 才 兼备 
的 优秀 毕业 生 。 他 们 志向 高 远 、 基 础 扎实 、 综 合 素质 高 .创新 能 力 强 ,在 
国内 外 科技 、 经 济 、 教 育 等 领域 做 出 了 杰出 的 贡献 ,为 中 国 科 大 赢得 了 
“科技 英才 的 摇篮 ”的 美誉 。 

2008 年 9 月 ,胡锦涛 总 书记 为 中 国 科 大 建 校 五 十 周年 发 来 贺信 ，, 信 
中 称赞 说 : 半 个 世纪 以 来 ,中 国 科 学 技术 大 学 依托 中 国 科 学 院 , 按 照 全 院 
办 校 、 所 系 结合 的 方针 ,弘扬 红 专 并 进 、 理 实 交 融 的 校风 ,努力 推进 教学 
和 科研 工作 的 改革 创新 ,为 党 和 国家 培养 了 一 大 批 科 技 人 才 , 取 得 了 一 
系列 具有 世界 先进 水 平 的 原创 性 科技 成 果 , 为 推动 我 国 科 教 事业 发 展 和 
社会 主义 现代 化 建设 做 出 了 重要 贡献 。 

据 统计 ,中 国 科 大 迄今 已 毕业 的 5 万 人 中 ,已 有 42 人 当选 中 国 科 学 
院 和 中 国 工程 院 院 士 ,是 同期 ( 自 1963 年 以 来 ) 毕 业 生 中 当选 院士 数 最 
多 的 高 校 之 一 。 其 中 ,本 科 毕 业 生 中 平均 每 1000 人 就 产生 1 名 院士 和 
七 百 多 名 硕士 .博士 ,比例 位 居 全 国 高 校 之 首 。 还 有 众多 的 中 青年 才 俊 
成 为 我 国 科 技 、 企业、 教育 等 领域 的 领军 人 物 和 骨干 。 在 历年 评选 的 “中 
国 青 年 五 四 奖章 ”获得 者 中 ,作为 科技 界 、 科 技 创 新 型 企业 界 青年 才 俊 代 
表 , 科 大 毕业 生 已 连续 多 年 榜 上 有 名 ,获奖 总 人 数位 居 全 国 高 校 前 列 。 
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鲜 为 人 知 的 是 ,有 数 千 名 优秀 毕业 生 踏 上 国防 战线 ,为 科技 强 军 做 出 了 
重要 贡献 ,涌现 出 二 十 多 名 科技 将 军 和 一 大 批 国 防 科技 中 坚 。 

为 反映 中 国 科 大 五 十 年 来 人 才 培 养 成 果 , 展 示 毕 业 生 在 科学 研究 中 
的 最 新 进展 ,学 校 决定 在 建 校 五 十 周年 之 际 ,编辑 出 版 (< 中国 科学 技术 大 
学 校友 文库 》, 于 2008 年 9 月 起 陆续 出 书 , 校 庆 年 内 集中 出 版 50 种 。 该 
《文库 》 选 题 经 过 多 轮 严格 的 评审 和 论证 ,入 选 书稿 学 术 水 平 高 ,已 列 为 
“十 一 五 ?国家 重点 图 书 出 版 规划 。 

入 选 作者 中 ,有 北京 初创 时 期 的 毕业 生 , 也 有 意气 风 发 的 少年 班 毕 
业 生 ;有 “两 院 ” 院 士 ,也 有 IEEE Fellow; 有 海内 外 科研 院 所 、 大 专 院 校 
的 教授 ,也 有 金融、IT 行业 的 英才 ;有 默默 奉献 .矢志 报国 的 科技 将 军 ， 
也 有 在 国际 前 沿 奋 力 拼搏 的 科研 将 才 ; 有 “文革 ”后 留美 学 者 中 第 一 位 担 
任 美 国 大 学 系 主任 的 青年 教授 ,也 有 首 批 获 得 新 中 国 博士 学 位 的 中 年 学 
ere 在 母校 五 十 周年 华诞 之 际 , 他 们 通过 著 书 立 说 的 独特 方式 ,向 母 
校 献礼 ,其 深情 厚意 , 令 人 感 佩 ! 

近年 来 ,学 校 组 织 了 一 系列 关于 中 国 科大 办 学 成 就 ,经验 、 理 念 和 优 
良 传统 的 总 结 与 讨论 。 通 过 总 结 与 讨论 ,我 们 更 清醒 地 认识 到 ,中 国 科 
大 这 所 新 中 国 亲手 创办 的 新 型 理工 科大 学 所 肩负 的 历 史 使 命 和 责任 。 
我 想 , 中 国 科 大 的 创办 与 发 展 , 首 要 的 目标 就 是 围绕 国家 战略 需求 ,培养 
造就 世界 一 流 科 学 家 和 科技 领军 人 才 。 五 十 年 来 ,我 们 一 直 遵 循 这 一 目 
标定 位 ,有 效 地 探索 了 科教 紧密 结合 、 培 养 创新 人 才 的 成 功 之 路 ,取得 了 
令 人 瞩目 的 成 就 ,也 受到 社会 各 界 的 广泛 赞誉 。 

成 绩 属 于 过 去 ,辉煌 须 待 开创 。 在 未 来 的 发 展 中 ,我 们 依然 要 牢 牢 
把 握 “ 育 人 是 大 学 第 一 要 务 ” 的 宗旨 ,在 坚守 优良 传统 的 基础 上 ,不 断 改 
革 创 新 ,提高 教育 教学 质量 ,早日 实现 胡锦涛 总 书记 对 中 国 科大 的 期 待 : 
瞄准 世界 科技 前 沿 ,服务 国家 发 展 战略 ,创造 性 地 做 好 教学 和 科研 工作 ， 
努力 办 成 世界 一 流 的 研究 型 大 学 ,培养 造就 更 多 更 好 的 创新 人 才 , 为 夺 
取 全 面 建设 小 康 社会 新 胜利 、 开 创 中国 特 色 社 会 主义 事业 新 局 面 贡献 更 
大 力量 。 f 

是 为 序 。 
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超越 数论 的 现代 进展 中 ,代数 无 关 性 理论 的 进展 尤为 显著 .例如 , 基 
于 一 般 消 元 法 理论 ,Y，V. Nesterenko 提出 一 种 新 的 代数 无 关 性 方法 , 研 
究 模 函数 和 其 他 解析 函数 (指数 函数 ,Mahler 函数 等 ) 的 数论 性 质 ,特别 是 
HT n, e 和 TT(1/4) 的 代数 无 关 性 .PPhilippon 发 展 了 Nesterenko 方 
法 ,将 Gelfond 超越 性 判别 法 则 推广 到 多 变量 情形 ,给 出 一 种 一 般 形 式 
的 代数 无 关 性 判别 法 则 ,产生 了 一 些 新 的 重要 的 代数 无 关 性 结果 .2003 
年 出 版 的 《超越 数 引 论 》 一 书 限 于 书 的 性 质 和 篇 幅 , 对 上 述 成 果 只 能 作 一 
般 性 的 综述 .本 书 着 重 论述 代数 无 关 性 理论 的 一 些 新 成 果 、 新 技术 和 新 
方法 .从 这 个 意义 上 讲 , 本 书 是 《超越 数 引 论 》 的 续篇 . 

本 书 共 分 6 章 .第 1 章 研 究 Liouville 数 ( 以 及 代数 系数 缺 项 级 数 、 
三 角 级 数 等 的 值 和 某 些 广义 Mahler 级 数 等 ) 的 代数 无 关 性 ,给 出 一 些 
常用 的 逼近 (和 初等 ) 方 法 .第 2,3,4 章 论述 Nesterenko 方法 ,包括 该 
方法 的 代数 基础 ,对 一 类 代数 微分 方程 解 的 零点 重 数 估计 的 应 用 ,并 
着 重 研究 Ramanujan 函数 的 值 的 代数 无 关 性 质 ( 定 性 和 定量 结果 ). 第 
5 章 研 究 某 些 Mahler 函数 在 C(z) 上 的 代数 无 关 性 以 及 它们 的 值 在 Q@ 
上 的 代数 无 关 性 ,包括 经 典 方法 和 Nesterenko 方法 的 应 用 .第 6 章 证 明 
Philippon 代数 无 关 性 判别 法 则 . 除 第 2,3,4 章 是 一 个 整体 ,第 5 章 后 半 部 
分 依赖 于 第 2 章 外 ,第 1 章 、 第 6 章 及 第 5 章 前 半 部 分 相对 独立 .每 章 最 
后 一 节 “ 补 充 与 评注 ”, 是 对 正文 一 些 论题 的 引申 ,以 便 读者 查阅 进一步 的 
文献 ,进入 某 些 前 沿 性 课题 . 除 第 4 章 外 ,其 余 各 章 都 有 一 个 附录 ,包含 了 


iv 前 
与 该 章 有 关 的 某 些 材料 ,初学 者 可 以 暂时 略 去 . 
我 要 在 此 感谢 中 国 科学 技术 大 学 出 版 社 对 出 版 本 书 的 大 力 支持 .本 书 
初稿 昌 经 多 次 修改 调整 ,但 限于 作者 水 平 , 书 中 刻 误 和 不 要 之 处 在 所 难免 ， 
尽 切 希望 读者 和 同行 批评 指正 . 
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Z 


正 整数 集 

No = N U {0} 

整数 集 

有 理 数 集 

实数 集 

复数 集 

代数 数 集 

ZK 域 民 中 代数 整数 的 集合 

Alze s z] WA EBB 21, -~, Zs 的 多 项 式 环 
K(z1, s Zs) 域 K 上 变量 z1,…, zs 的 有 理 函 数 域 
KilLzi,…, zs]] 域 必 上 变量 zz，…，zs 的 形式 寡 级 数 环 
C((z)) ÉRTEK BM 

M 域 必 上 绝对 值 的 集合 2.1 

Mo 域 必 上 阿 基 米 德 绝对 值 的 集合 2.1 

Pm(C) C 上 mm 维 投影 空间 

|A) ARR MRX 

logz 复数 z 的 自然 对 数 

OCu|ði, +, 0) Mahler 阶 函 数 1.3 

Res(F, O) Ww 第 式 2.1 

ord,p ZMA p 在 点 v 的 阶 (零点 重 数 ) 2.1 
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ordf K f(z) 在 z = 0 的 零点 重 数 3.1 

[K: Q] 数 域 KK 的 次 数 

tr deg L W LEQ 上) 的 超越 次 数 

trdegxL MLK EWM BKK 

Pd, H) 超越 性 度量 或 代数 无 关 性 度量 1.4,4.1 

T 超越 型 4.1 

La] 实数 a 的 整数 部 分 

lal 实数 a 和 与 它 最 近 整 数 间 的 距离 1.2 

|o|,,|/@| oEcm 的 模 2.1 

lo- vl] PVE Pn 间 的 投影 距离 。2.3 

Disty, a (X, © $ € Phn(C) 到 对 CP CC) 的 局 部 距离 

Dist,, a (7, 6) É € Pn(C) RNE Pn 的 局 部 距离 
PS CL 

deg P, d(P) 的 全 次 数 ( 次 数 ) 4.1 

deg. P, di(P) P 关 于 变量 z; 的 次 数 1.3 

deg) P. PP 关于 部 分 变量 (.) 的 (全 ) 次 数 3.2 

do(P) PP 关于 各 变量 次 数 之 和 1.3 

H(P) PP 的 (通常 ) 高 4.1 

L(P) PHK 1.3 

t(P) = d(P)+log H(P) P 的 规格 4.1 

[P] PMR 5.4 

ACP) = 2 有 1.3 

| P |， 己 关 于 绝对 值 v 的 高 2.1 

ACP) P 的 对 数 高 2.1 

M,(P) P 的 局 部 度量 6.1 

M(P) = M。(P) PP 的 Mahler 度 量 6.1 

ACP) P 的 绝对 对 数 高 ”6.1 

h(P) PP 的 高 不 变量 6.1 

| P\lo 齐 次 多 项 式 P Eo 的 规范 化 绝对 值 2.1 
wa, b, CA 

dega, dla) a 的 次 数 1.3 
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Hla) a 的 高 1.3 
Elai- eie. 1.3 
t(a) = dla) + log H(a) a 的 规格 1.3 
[a] a 的 尺度 1.4 
den(a) a 的 最 小 分 母 1.4 
den(a, b, =) a, B, = 的 最 小 公分 母 1.4 
s(a) = max(log |a], log den(a)) a 的 容 度 5.2 
M(a) a 的 Mahler 度量 
hla) a 的 绝对 对 数 高 

设 I 为 RLxi,，…， Xxm_j](R 为 Noether #) 中 的 理想 
h* (1)(codim I) 了 的 高 ( 秩 、 余 维 数 ) 2.1 
dim 7 了 的 维 数 2.1 

WIAR([ Xo» X15 > Xm] 中 的 齐 次 理想 
I(r) 工 的 区 消 元 理想 2.1 
Ferd, 2 
Ca (I) IÈU 消 元 理想 6.1 
Rds Abd), ILa], Ma(1) 6:1 

WIA K(X, X15 > Xm] 中 的 齐 次 理想 
d* (D 工 的 次 数 6.1 
IIll wa 了 I 在 8 的 指标 为 d 的 绝对 值 ”6.1 
Hta (1) 工 的 指标 为 d 的 高 6.2 
Dega! 了 的 指标 为 d 的 次 数 6.2 
ZU) I 在 Pm(C,) 中 的 零点 的 集合 6.1 

i IH K[X, xis o Xm] 中 的 齐 次 纯粹 理想 
deg I 了 的 次 数 2.1 
h(D IX% 2.1 
| 7TCo) | IEo 的 绝对 值 2.1 
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1 代数 无 关 的 Liouville 数组 ， 
Y Liouville 数 


某 些 三 角 级 数值 的 代数 无 关 性 … 
补充 与 评注 … 

附录 1 Nishioka 不 等 式 
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2.1 Chow 形式 与 理想 的 特征 量 …………… 
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2. 2 多 项 式 与 素 理想 的 Chow ERM uR = 


2.3 ”理想 的 零点 … 
DA AAE eee 


附录 2 关于 工 消 元 理想 


第 3 章 代数 微分 方程 的 解 的 重 数 估计 … 
3.1 DEE - 
3,2 Bi BEBE eee 


2 
3 某 些 快速 收敛 数列 的 极限 的 代数 无 关 性 和 pp 

4 代数 系数 缺 项 级 数值 的 代数 无 关 性 pp 
5 广义 Mahler 级 数值 的 代数 无 关 性 cee eee eee eee ee 

6 
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3.3 Ramanujan 图 数 的 重 数 估 计 . 
3.4 补充 与 评注 …… 
附录 3 素 理想 的 特征 函数 的 上 界 估计 … 
第 4 章 Ramanujan 函数 值 的 代数 无 关 性 … 
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4.3 定理 1 和 定理 2 的 证 明 …: 
4.4 定理 3 的 证 明 …… 
4.5 x, ew 和 T(1/4) 的 代数 无 关 性 的 直接 证 明 
4.6 补充 与 评注 + 
第 5 章 Mahle 函数 值 的 代数 无 关 性 
5.1 一 类 Mahler 函数 的 代数 无 关 性 … 


5.2 菜 些 Mahler 函数 在 代数 点 上 的 值 的 代数 无 关 性 … 


5.3 一 类 Mahler 函数 的 零点 重 数 估计 定理 …: 
5.4 某 些 Mahler 函数 值 的 代数 无 关 性 度量 
BB FA ee 
附录 4 线性 递 推 序列 - 

第 6 章 Gelfond 超越 性 判别 法 则 的 多 变量 推广 . 
EI FERS aneri 
6.2 ”多项式 理想 的 度量 性 质 .………………. 
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第 1 章 Liouville 数 的 代数 无 关 性 


一 个 复数 若 不 是 代数 数 , 亦 即 它 不 是 任何 非 零 多 项 式 PE Z[z] 的 根 ， 
则 称 为 超越 数 . 如 果 s 个 复数 满足 某 个 非 零 多 项 式 PE Ziz e z] W 
你 它们 (在 Q E) 代数 相关 ,否则 称 (在 Q 上 ) 代数 无 关 .因此 ,一 般 说 来 , 超 
越 性 和 代数 无 关 性 的 证 明 是 通过 反 证 法 实现 的 ,并 且 代数 数 及 整 系数 多 项 
式 的 基本 性 质 是 重要 的 辅助 工具 . 

最 早 发 现 的 超越 数 的 具体 例子 是 借助 于 丢 番 图 通 近 论 中 的 Liouville 
定理 构造 的 ,这 是 一 类 重要 的 超越 数 即 Liouville 数 .本 章 将 研究 它们 的 代 
数 无 关 性 .我 们 首先 应 用 较 直接 的 推理 构造 一 些 代数 无 关 的 Liouville 数 
组 ,并 利用 一 些 逼 近 结 果 建 立 某 些 函数 在 Liouville 数 上 的 值 的 代数 无 关 
性 ,然后 在 这 些 实例 的 基础 上 给 出 基于 快速 收敛 逼近 序列 的 数 的 代数 无 关 
性 判别 法 则 ,最 后 给 出 这 个 法 则 的 一 些 应 用 ,其 中 特别 研究 了 代数 系数 缺 项 
级 数值 的 代数 无 关 性 ,它们 是 上 述 Liouville 数组 相应 结果 的 自然 推广 . 

本 章 具 有 引 论 性 质 ,通过 本 章 将 可 初步 领略 代数 无 关 性 证 明 的 某 些 特征 . 


1.1 代数 无 关 的 Liouville 数组 


Liouville 定理 指出 : A an 次 代数 数 ,n 二 1, 则 存在 常数 cla) 之 0 使 
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对 任何 有 理 数 p/q Cq > 0) 


p 2 
| Chea? | 
a a | c(a)q 
因此 ATXIK BK a FF LE HE AS I Ap BH RY ICS FB Dy / Gn} a1 使 
pe 


Os < Cnn), 


n 


A, 4, > 0, lim, = c , 则 “是 超越 数 .我 们 称 这 种 超越 数 为 Liouville 数 . 
PAG BRA} ay 是 严格 递增 的 正 整数 列 ,g > 1 为 任意 整数 , 则 


E 
n=1 


是 Liouville 数 (为 证 明 这 个 结论 ,可 取 pa = gre Dga, qa = 


ga ji 
现在 我 们 考虑 下 列 s 个 用 级 数 给 出 的 数 


= yg Cy Sy ees Ss 
k=1 


设 它们 满足 下 列 公共 假设 : 
D HFEA v, (Av, k} Eoi 是 严格 单调 上 升 的 自然 序列 ; 
Gi) 存在 无 穷 序列 NM = (ky nika CNO = 1,…,s) 满足 
a ee SEER: 
FES AN, = N 时 ,max4, n = ol(mindy, n41) (n> œ); 


Kuen 
Bg p = 2 一 & OF. in (n = hy Vie tS y= nies sey 5). 
k=1 


定理 1 在 公共 假设 下 , &, …， E 代数 相关 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 非 
零 多 项 式 D E Zizi s zs] 及 正 整 数 no 满足 


Pay. A D0 Ca Sy). isi. 1p 


1.1 代数 无 关 的 Liouville 数组 


证 若 (1.1.1) 式 成 立 , 令 中 一 o 可 知 DA, e E) = 0,BN A, o, &, 
RBH. RZ BEE. oo, & 代数 相关 , 则 有 非 零 整 系数 多 项 式 O(z21, °°, 
zs) 使 

SU. + €) = 0. G12) 
id 
Ol 24, sy 259 = Sage ze s Chala 


其 中 , (i) = Ci, +, is) 是 非 负 整 矢 , 诸 系数 ao 是 整数 ,不 全 为 零 .还 设 
多 项 式 的 (全 ) 次 数 为 d ,并 且 关 于 变 元 z, 的 次 数 为 d, .不妨 设 d, >0, 且 
(1.1.3) 式 中 只 对 acy #0 的 (i) 求 和 . 

显然 我 们 有 


Cyn = gern kl > gi On kay, kuanti 
k=k, +1 


Sprit Sig, * Sepp eet (s = 1, os). (1, LA) 
k=1 


HP, cy (及 下 文 的 cs 等 ) 是 与 n 无 关 的 正常 数 , 由 (1.1.2),(1.1.4) 式 得 
| DCoy, no sei Oe. ae) | =| P(E, ian) &) ae Pli ni nae ia Trent) | 


< c2 (®) MAX a 


<s 


Tink AES 


< ca( ming, (1.1.5) 


lxv<s 


由 (i,(ii) 及 (1. 1.5) 式 得 


因为 上 式 左 边 是 整数 ,所 以 得 到 (1.1.1) 式 .证 完 . 
推论 1 设 正 整数 列 VAs aimee = 1% CR s) 满 


Æ 
Ann = O(N mn nee) Ley Se), CL 16) 
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以 及 条 件 (ii) , 则 对 于 任何 整数 gis e gs > 1G, oe, & 代数 无 关 . 

WE 易 见 公共 假设 在 此 成 立 . 设 与 , …，, E 代数 相关 ,那么 由 定理 1 知 ， 
存在 非 零 整 系数 多 项 式 OC +, z) HC. 1. DERZ. DEE, =, E) 
的 Taylor 级 数 为 

OCs ey Z) = 2 Beg Gey = ii = Es, 1197) 

其 中 ,只 对 bo £0 WC) RA... 1) 可 知 (1.1.7) 的 右边 至 少 含有 两 
个 加 项 .于 是 其 中 存在 一 组 下 标 (j) = Gi. +. js) 具有 下 列 性 质 , 对 于 
(1. 1.7) 中 任何 不 等 于 (j) 的 下 标 组 (i) = Cii, s i,), 有 一 正 整数 1 (LR 
1 适合 


big = Pigs. a7 = ji+1> UN ey ihe Ghee die 83) 
由 (1.1.1) 和 (1. 1.7) 式 得 


—1)i teti Ly ke melt = 
Be c= DA bi Ti, n Or ae 0. 


(iO) 
于 是 
| by IS > | ba | ne Se (1 1.9) 
FM. Gj) 
注意 到 
bid Ep eet Coe Tye, 8); Cl LO 


由 (1. 1. 4),(1.1. OFC. 1. 10) 式 得 到 


tit ssi riis 
l, n Son 


l=1 


Es | | et 
En ee 


$=t 
< eget ION Ri | [ ge Ti An ea 一 > 0 Cn > oo), 
v=1 


于 是 由 (1.1.9) 得 po) = 0, 这 与 假设 矛盾 ,因而 推论 得 证 . 
例 1 由 推论 1 得 下 列 代数 无 关 Liouville 数组 : 


D Mert & = Lys Slece te idatpeq (Ns ay = Oleg aS 
k=1 


co) (在 推论 中 取 Key = Sn) eee FAR: 


1.1 代数 无 关 的 Liouville 数组 


DOP! = 1，…，5)( 称 W. M. SchmidtDI2] 数组 ); 
k=1 


© Sar ey = 1,… ,5s) ,其 中 ,xi，…, Xx, WHOS ay eer 
xs 二 1 的 任意 一 组 实数 ( 称 H. KneserL4] 数组 ) .特别 可 知 , 下 列 数 集 ( 具 有 
连续 统 基 数 ) 是 代数 无 关 的 


(& = Sates Jo<a<ij. 
k=1 


推论 2 WA, =H Ayn = Ans H 
He Sheet i ase 
还 设 B15. Bs 是 乘 性 无 关 的 正 整数 ( 亦 即 log gl «+, logg, 在 Q 上 线性 
无 关 ), 则 & ee 代数 无 关 . 

证 易 见 公共 假设 在 此 满足 .类 似 于 推论 1 EH BEE, oe, E 代数 
相关 , 则 存在 非 零 整 系数 多 项 式 B 使 (1.1.1) 成 立 , 并 且 有 展开 式 (1. 1.7). 
因 gi o gs 乘 性 无 关 , 故 对 (1.1.7) 中 的 所 有 (i)， gigs 两 两 互 异 ,从 
而 其 中 存在 唯一 的 下 标 组 (j)= Gis s fs) 使 对 (1.1.7) 中 任何 不 等 于 
G) WW RRA = (iy. °°, i A 

gl ee gl: < gg. 
因此 由 (1. 1. 4), C. 1. 10) 式 得 到 


Ss 

fag ae a SA 

i, = zs = nt] 

n aeath eel | e i.) 0) (Cr Hs ee). 
v=1 


于 是 由 (1.1.9) 式 得 bo) = 0, 这 与 假设 矛盾 ,从 而 所，…， E 代数 无 关 . 
例 2 W (XT Sa E Big 如 推论 2, 则 数组 


CH= Ts see, S) 
k=1 


代数 无 关 ( 称 W. Adams!!! #44). 
推论 3 设 n — Qn =p Phe a eae: 5) ,其 中 ,a ’ By, n 为 正 整数 ， 
满足 条 件 


an = O(n 41) (n > œ), Che TTA 


第 1 章 Liouville 数 的 代数 无 关 性 


By, n = olan) (m=) s J, a SDs Cal?) 
Ben = Oy, a) kee Te eS Ss od. h 139 
并 设 整 数 81 Sey = 8s = g>1. ABA ĝa et Şo 代数 无 关 . 

证 ”容易 看 出 条 件 (1.1.11),(1.1.12),(1.1.13) 保 证 了 公共 假设 在 此 
成 立 . 设 与, …，, 扣 代数 相关 . 由 定理 1, 存在 非 零 整 系数 多 项 式 O 使 
(1.1.1) 成 立 . 设 8 的 齐 d 次 部 分 为 B0(d HS 的 次 数 ), 那 么 Oo, ，，…， 
Os, n) 可 写成 


BOT ae s Oyn = Bo (ghi.n, ee Bon gT a + Wo, 


其 中 ,Wo 是 8 Me "l= dian, TEDi <S dsk S n ARE 
DHA ky <n) 形式 的 式 子 的 整 系数 线性 组 合 . 记 
Polg as 5 na) = Res 
Fete = Sas 
则 Ry 和 5S， 都 是 整数 .我 们 首先 证 明 R #0. 如 果 齐 d 次 多 项 式 Bo LA — 
项 ,那么 这 是 显然 的 .不 然 , 设 


DC yr Zs) = Son e (1.1.14) 


FP, (i) = Ciis es ig) MB i te +i, = d, i, SOFA RM fent 
OM (i) RA. 1.1.14) 中 至 少 含 两 个 加 项 , 于 是 存在 一 组 下 标 (j) = 
Gis tts js) EX .1.14 PEMRF WD = Cy, , 1,4 
LASLA 

i i ae a - 1h Ses G, 
如 果 

Gy Cea, + Be a) =O, 

那么 


| 


FG) 


fH (1. 1. 13) #1. 1. 15) 式 得 


| fo | 一 0 (n>o), 


1.2 Liouville 数 


这 与 fo 40 FS. AS R, 40.1.1.) WR, = 一 5S; 注意 Ww 的 
结构 特点 ,由 (1.1.11) WAM n > ny HY ge | S,. Ae 


[Reale tn Sy. (1.1, 163 
但 同时 由 (1. 1. 13) RA n S ns 时 


(Ra Bp Bria 5 ohn ad || = Free) et gy 
Ci) 


RAT (1.1.17) 


由 (1.1.12) 式 , 当 n 充分 大 时 (1.1.16),(1. 1.17) GRA. FREE ee, &, 
代数 无 关 . 


例 3 设 整 数 g > 1, P1,，…, Ps 是 适合 ol > os > > PO, DOWER 
实数 .注意 Laj - [b] > [a 一 b]( 此 处 [x] 为 x 的 整数 部 分 ), 由 推论 3 知 数 


ok oe 


(vy = 1, =, s) 代数 无 关 ( 称 Von Neumanni? 数组 ). 特 别 , 数 集 


k=1 


2 


A>0) 


(m = Sg 
(具有 连续 统 基数 ) 代 数 无 关 . 


1.2 yy Liouville 数 


本 节 考 虑 一 些 特殊 的 Liouville 数 以 及 与 它们 有 关 的 一 些 代数 无 关 性 结果 . 
设 y(q) 是 正 整数 变量 q 的 正 函 数 , 并 且 


plq) ee 
log q 


如 果 7 是 一 个 具有 下 列 性 质 的 实数 : 存在 无 穷 多 个 正 整数 4 适合 


co (q > >). 


0< || 7q || < exp(- ¢(q)), 


其 中 ，|| a || 表示 实数 a 与 最 近 整 数 间 的 距离 , 亦 即 || a || = min({La] + 
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1-a,a-[Laj), 那 么 由 Liouville 定理 知道 7 是 超越 数 ,我 们 称 它 为 
Liouville 数 . 

我 们 用 rq) 表示 某 个 正 整 数 变量 q 的 满足 z(qg) > %(g o) 的 正 
函数 .另外 ,对 于 代数 数 a HE La” = exp( Toga), loga RIR a 的 对 数 的 任 一 
DER 

定理 2 设 m 是 一 个 正 整 数 ,7 是 J Liouville 数 , 其 中 


%9) = q™ (log q)t(q). 


如 果 代数 数 al ，…, am 乘 性 无 关 ,那么 m+ 1 PM 7, al, =, a” 代数 
DH. 
推论 1 如 果 7 是 一 个 实数 ,并 且 对 于 任何 整数 k> 不 等 式 


< 


有 无 穷 多 个 解 E @Q ,那么 数 7, OM. FT, TARS Pia 80 Die 是 第 s 个 素数 ) AK 
数 无 关 , 亦 即 它 们 中 任意 有 限 多 个 均 代 数 无 关 . 

定理 3 设 m 是 一 个 正 整 数 ,7 是 y Liouville 数 , 其 中 

plag) = g*" Clog g)* elg): 

如 果 代数 数 m，…，am 乘 性 无 关 ,a 和 有 是非 零 代数 数 (log Fil log BAER HE 
非 零 对 数 ) ,那么 m + 2 个 数 7， al, =, a, ab” 代数 无 关 . 

为 证 明 这 两 个 定理 ,我们 首先 给 出 下 列 特殊 的 代数 无 关 性 判别 法 则 及 
一 些 辅助 引 理 . 

引 理 1 设 上 是 一 个 正 整 数 ; 81 (z)，…，92,(z) 是 单 复 变 量 z 的 半 纯 
函数 ;7 是 一 个 复数 ,不 是 8,(z) Av <1) HRA. RIE Og) 是 一 个 正 
整数 变量 q 的 正 函 数 ,单调 趋 于 无 穷 .如 果 


Gi) 不 等 式 
| 74 || = exp(- ¢(q)) GERAD 


有 无 穷 多 个 正 整数 解 0<< qi <q << qn <*> i Il Mn =| 加 =- 
Pelo pr E Zn S DA Prs Gn ARs 


1.2 Liouville 数 


Gi) 对 任何 非 零 多 项 式 RE Zy +, yl 存在 一 个 与 R,，7， 
Pis vs P, 有 关 的 正 整数 mo HA n > no 时 


| ROP Pal Mads Pel Pal dais “se Pr pal aa) |S exp lg)» 
那么 Pi, 0, PCD 代数 无 关 . 
ZLyi> aes y, 1 适合 
RCP), er, O,07)) = 0. Lie) 


因 7 不 是 8,(z) 的 极点 ( 即 不 是 1/9,(z) HA), BOY n 充分 大 时 由 
(1.2.1) 式 知 pn/49n 也 不 是 9,(z) 的 极点 .还 要 注意 


ea 


n 


expC= (0g? 


我 们 得 
VEAP ay = OR | ey [= pee as | 
= og, exp Wg dy Gave ps 1.22) 
其 中 , cl (及 下 文 c2 等 ) BH n KKM IE BM. Fe C1. 2. 2), d. 2.3) 式 推出 
| 
=| RUC pusana) s tn OCP al Gee = RCL sy re FOND | 
S hed exp(— gg) Je 


4 dn > cz 时 此 式 与 条 件 (ii) 矛盾 ,于 是 引 理 得 证 . 

推论 2 设 PF1(z),…，981(z) 及 7, ylz) 与 引 理 1 相同 ,并 且 条 件 () 
成 立 . 如 果 还 设 

GD 对 任何 非 零 多 项 式 R € ZLx, yit yJ FESR, 7, 9i, s 
P, 有 关 的 正 整 数 no E n > no 时 


| Rpa dis Pi( Pi/ ga) > Pil Pal Gnd) | exp gn). 


WBA 7, PCs o> POD 代数 无 关 ， 
证 在 引 理 1 中 用 t +1 代替 Pe + 1 PR Zz, Pilz), e, 
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?81(z), 即 可 得 到 结果 . 
引 理 2 设 代 数 数 a ，…， am 乘 性 无 关 , 则 存在 常数 cs > OMG 
a o amn 有 关 , 具 有 下 述 性 质 : A piss Dns 是 有 理 整 数 ,p, 5q H. 
RASY mM) BBA) Bm RAM EA BT = oP Av m). 
则 有 
LOC Bad: Q]Sc3q™. 


证 设 55 是 本 原单 位 根 , 易 见 若 复数 w, B, 7 适合 a? = 84 及 a = y, 
其 中 ,P，4 ERW QC, a D = 0a PRIA G 1 记 这 个 


Jk. HH Kummer 理论 (参见 ,例如 ,[50],p. 113) 可 知 当 a， …, a 乘 性 无 
关 时 
Oleg a a n Q] SS eag Pg), 


其 中 , cq 与 4 无 关 ,? 是 Euler KACK) : Q] = P(q). HER 


人 ari, en, a1), 
即 得 引 理 . 
引 理 3 设 Pe ZLzj 是 一 个 次 数 过 d, 高 三 的 非常 数 多 项 式 ,w GE 
C 是 任意 复数 , 则 存在 一 个 代数 数 《和正 整数 k 适合 
deg() < d/k, log M(&) < log(dH)/k, (2:4) 
并 且 
| P(w) | 三 4-4 (2dH)-24 | w- Ejk, (1.2.5) 


其 中 , deg(5 和 MC 分 别 表示 的 次 数 和 Mahler 度量 . 
证 ”由 《超越 数 引 论 ) 第 5 章 引 理 11, 取 是 P(z) 的 与 w 距离 最 近 的 
根 ,k HEE 的 重 数 , 则 有 


| CP, P) || w= El <4% Ca | Pcw) |, 


其 中 , r(A, B) 表示 多 项 式 4, BE 2Z[z] 的 半 结 式 . 由 上 引 书 第 5 章 引 理 
9 知 rCP, P) 是 非 零 有 理 整 数 ,于 是 得 到 (1. 2. 5) R. 

为 证 明 (1.2.4) 式 , 设 Q € ZLzj] 是 的 极 小 多 项 式 , 记 其 次 数 deg(Q) = 
dı W O% | P, 故 有 


1.2 g Liouville 数 


deg(&) = dı <deg(P)/k = d/k, 
log M(&) = log M(Q) = log M(P)/k < log (dH)/k. 
于 是 引 理 得 证 . 
定理 2 之 证 我 们 在 推论 2 中 取 上 = m, 8,(z)= a (lv 过 m). 设 


Roe yis sym = Nifo ve eye 


是 ZLx，y，…，ym] 中 的 非 零 多 项 式 , 关 于 x 的 次 数 是 4 ,关于 y, 的 次 数 
fid,l<v<m).FERA PH FinG@) = Ci, s in) MAO <S 
dy, 1v<m).B pa/ dn 如 引 理 1 中 条 件 (i) 所 给 定 . 定 义 ZLy1，…，ym] 
中 的 多 项 式 序 列 


Ot ey Vo gu RC on Vi 
我 们 下 面 来 估计 RPn/qn> rfr, vey abe In) 的 下 界 . 
情形 1 MWE v», d, = 0. 此 时 
Qn (arn Ta, Et an! In) = Gf ws Pat Ind: 


因为 R 是 非 零 多 项 式 , 所 以 fo 也 非 零 ; 又 因 7 ERM, foo C 40, HY 
当 n 充分 大 时 上 式 是 非 零 整数 ,从 而 得 


人 (1. 2. 6) 
情形 2 设 max d, > 0. 我 们 首先 对 m 用 归纳 法 证 明 当 充分 大 
Qn (arn! tn, vey Paan) £0, C1 7 
当 m = 1, 因 为 Q 是 非 零 多 项 式 , 若 (1. 2.7) 式 不 成 立 , 则 有 
[Q(aPn/4n) : OS di 


ERS p: 互 素 , 则 存在 a, bE Z 使 4p+bg=1, 从 而 aY9 = (a?/7) 4a", 
因此 Q(ala) = Qla, a?/4). 据 此 及 引 理 2 可 得 


[Qcez In): Q] csqn, 


当 n 充分 大 时 不 可 能 .因此 (1.2.7) 式 对 m = 1 成立. 现 设 当 变 元 个 数 < 


m 一 1 时 结论 成 立 . 记 
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ff . 
On arn’ Gn, on, ae te = DS Pern aloe 
i 


FO fn, j = Dee. ja Pint. re cael Dj ZI ss Ym-11 不 全 


为 零 ,还 记 区 = Qar t, ee, aa ny ,假定 (1. 2.7) RAR MLE. BI a,j 
不 全 为 零 , 则 有 

站 
但 由 引 理 2 可 推出 (注意 CK: Q] < ceq?) 


KOCHA p, aP, Palan): QI 
LK: Q] 


[Klan tay R] = 


c74% 

cag 

Sn 充分 大 时 产生 矛盾 . 因此 对 于 非 零 多 项 式 Ding = Biss 
ym-1 有 


= 2 C84n> 


= é P,/4 = 
oe he by, (apr ae aren) = 0. 


bi 与 Qn 具有 相同 的 形式 ,而 %，…， am-1 乘 性 无 关 , 因 此 由 归纳 假设 ， 
上 式 也 不 可 能 .于 是 (1. 2.7) 式 对 任何 m SS 1 成立. 
最 后 ,容易 算出 当 n 充分 大 有 


LO < Sas lfa Poland | eo qe 


T 
Lape tey degli ty +108 < gic C1 
[Qaf" Ta, or, aBa Tn) : Q] S cig”, 

且 由 引 理 2 得 

[ES a G] nda (Lv my 
于 是 应 用 Liouville 估计 ( 见 《超越 数 引 论 ) 第 一 章 引 理 10) 得 知 当 n 充分 大 
Dd aha! In | 


| RCpa/@n> cs 


= / inl On 
=a," | Qn CaP» Tn ds a Gm) | 


1.2 g Liouville 数 


= exp(— cuq log qn). (1. 2. 8) 


由 (1. 2.7),(1.2.8) 式 可 知 引 理 1 的 推论 2 所 要 求 的 条 件 在 此 成 立 , 故 得 所 
要 结论 .证 完 . 
定理 3 之 证 ”应 用 推论 2, 在 其 中 取 t= m+ 1 AM 2, (z) Hes 
Zm) Pmsi(z) = oF AEMIEBS st RE ZOxs yr. > Ym] SB 
面 同样 地 定义 py 和 qn《n 二 1). 必 要 时 用 -7 了 代 7( 因 而 用 8 一 代 B, — log B 
代 log B) ,可 设 对 大 的 n 有 pn > 0. 记 


d 
R(x, Vig Ps Vind = SEC Vea, 289 Na TR pala 
i=0 


其 中 , d ÆR 关于 ywm+l MRA FE fa E€ Zx, yis o Ym] EF. 
AK = Qla, ,am), Kn = Qalan aay allan) .并 设 14, Op, 
是 K, 到 C 中 的 区 - 同 构 .定义 KLyj 中 的 多 项 式 如 下 : 


ON aaf pal ia ds ga ay), ly 
其 中 , do 是 R 关 于 x 的 次 数 .显然 这 个 多 项 式 的 系数 属于 环 ZLal +, am] 
WATS MA IA On lay. am ,Qn 七 名 [XL s Xm IL ERT 
每 个 变量 的 次 数 至 多 是 c1s 9” ,高 至 多 是 Qian 
设 正 整数 A fea, +, am 的 公分 母 ,tl1,，…, ta Æ KA) C PHRMA, 
那么 


PC A | es Cape cs Oye Yd (1. 2. 10) 
$= 


是 Z[y] 中 非 零 多 项 式 ,其 次 数 < c179” ,高 < qir .现在 来 证 明 当 n 充 
BK 


| Pp (ae) | >> expl cig qt" (log qn )3). (1.2.11) 


首先 由 Gelfond - Schneider 定理 ,上 式 左边 不 为 零 ( 因 pran 是 代数 无 理 


数 ,log a + 0). E513 应 用 于 多 项 式 P, 及 w = of” ,可 以 找到 一 个 代数 
HE, 及 整数 上 > 1 适合 
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degl End. = coq, (Kins Cla, 12) 


log MCCn) < coo qr Clog qn)/kn. C1213) 
并 且 
| Pata? y |S exp(— eagle log q,) | a?” — 6 | 
(1:2-14) 


由 二 对 数 线性 型 定理 ( 见 《 超 越 数 引 论 》 第 五 章 定理 5, 在 其 中 取 b = 
Bain, bo = 一 1, a =a, ag = ,参数 是 DD = Coodeg(&,), log Ay = C23, 
log MCE, ) 


log Ao = c » B= c D) 可 得 
g Ae 24 deg) 25 可 得 


| log 6 — pP A» log a | exp(— czs D° log M (ê, ) (log D)?). 
由 (1. 2. 12), (1. 2. 13) 式 知 上 式 右边 不 超过 
exp(— cz7g4m (log qn)? k74). 


由 《超越 数 引 论 ; 第 五 章 引 理 13 ,并 注意 pu/qu > 7 (n->%) 蕴 含 |p,/g, | 过 
C28， 且 由 (1. 2. 12) 知 Kn < C29 qi) ,可 得 


2 ka Palan 244 
[eye pre | te SS ea | a? | Kn exp(— c27 q° (log dg)3K-3) 


> exp(— c39 q,™ (log qn )3). 


由 此 式 及 (1. 2.14) 式 即 可 推出 (1. 2. 11) sk. 
最 后 ,对 于 (1. 2.9) 中 的 每 个 因子 有 


d 
| aot: Palas poy Da gi abe what Bal Me Yat | ae a qn 
i=0 
故 由 (1. 2.9), (1.2.10), (1. 2. 11) 式 得 到 当 n 充分 大 
| R(pn/qn,; apa ia, ot pe pa) 


> exp(= cag,” (log qn )3). 


1.3 某 些 快速 收敛 数列 的 极限 的 代数 无 关 性 


1.3 某 些 快速 收敛 数列 的 极限 的 代数 无 关 性 


本 节 的 目的 是 给 出 一 类 复数 代数 无 关 性 的 判别 法 则 (充分 条 件 ) ,它们 
具有 某 些 特殊 性 质 , 即 可 以 表示 为 快速 收敛 数列 的 极限 . 

设 1 宇 1,， PE Zl, …s Zij] 是 一 个 非 零 多 项 式 .我 们 用 di;(P》 表示 
P 关 于 变量 zi WKE doP) = yd (CP) .还 用 HOP) K LOP) 分 别 表 
示 了 的 高 和 长 .定义 


ACP YS] Du TCP: 


对 于 任何 给 定 的 (0 ，…, 0,) © C' ,定义 正 整数 变量 u 的 函数 
OC | Os wy 0) = sup leg || PC, sm 28.) | *s 
其 中 ,sup 取 自 所 有 满足 
人 


的 非 零 多 项 式 PE ZLzi,…, zl, 将 它 称 为 Mahler 阶 函数 . 它 具 有 下 列 基 
本 性 质 : 

1 Ou |G. =. 0) OM (4,8, OM BHO. GEC, 
PEC; 

2 Ow | Gams 8) <= 

3 OCuv | Oye ss Op) S 
vEN. 

BA Zizi ez] OAL. wy Zis zal] 所 以 容易 验证 性 质 1 :又 因 
WA Zizi, s zi] PARESA UW P WE ACP) <u WDA ACP) < vA 
性 质 2 .为 验证 性 质 3 ,只 需 注意 : 若非 零 多 项 式 P, QE ZLzl，…， zj 分别 
满足 A(P) u; ACO) < ”那么 由 


Cv | A, evar Os U s» ve N, uv; 
Cul As os 0) + OV | As os 91). us 
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do ( PO) = do(P) + do (OO), 
LPOY LCPYE(COY, 


可 知 多 项 式 PQ 满足 A (PQO) < 

下 文中 我 们 用 M 表示 一 个 无 穷 或 有 限 非 空 的 下 标 集 , WC N 是 一 个 无 
穷 集合 ,还 用 Y, no, co 等 表示 与 n 无 关 的 正常 数 , 并 约定 “ 空 和 ”为 零 . 

定理 4 RA OCE M) EC, 如 果 对 于 任何 非 空 有 限 集 TCM , 均 存 
在 一 组 无 穷 复 数列 {0 ts Kine GT) 一 个 无 穷 正 整数 列 { new? 
Un > (n> 2, nE N), WRIESFRWCT(— Rit, ee TA 
K) 满足 下 列 诸 条 件 : 

(i) 对 每 个 cE TT, 当 n € 充分 大 时 

Pon = O00 p00 p00 Che my we Ws 
GD 对 任何 一 组 使 当 n © 水 充分 大 时 
Cr,n = Pe, nhl E€ T)) #0 

的 多 项 式 pe € Ziz d € T] € W) WA 


天) 
Tew 


> 人 


le T\W lew 


(iii) 4 n E M, nÈ n(T) 时 


2y | Pun IS iT expl = Olun | %, (二 区 TI 


那么 0, E M) 代数 无 关 . 

证 只 需 证 明 0, E M) 中 任意 有 限 个 数 均 代 数 无 关 , 不 妨 记 这 有 限 
个 数 为 O, es Os ,并 对 s 用 归纳 法 . 

MWR s = 1, 将 这 个 数 记 为 9, 并 设 {9,}nen 和 {ui}new 是 两 个 无 穷 序 
列 WERO, GD, (Giii) .特别 子 集 W = T, 并 且 条 件 (i) ASAE iD. i 
存在 非常 数 多 项 式 


Py = Jar € Zz] 


1.3 某 些 快速 收敛 数列 的 极限 的 代数 无 关 性 


| Pp, | =) Pye, = Pe |e =H, fs BD 
FH ARE Gi) AC. 3. DR, 4 n © WW 充分 大 
| Pye, |< cgexpl=OCw, | 局 yd. (1.3.2) 


因 Pi 的 零点 个 数 有 限 , 且 依 条 件 (i ,0, £0 (n 充分 大 ), 故 对 n € 水 充分 大 
P,(O,) #0, TÆ. 3. 2) 式 得 


O(u | 0a) =- log ca + Olup | 0,), a 
此 处 u = A(Pi). 但 对 大 的 n Hu, > 22, 故 得 
BO Cu | Oyo =. Ou | Oy = Ow | Qo (1.3.4 
由 (1. 3.3),(1. 3. ORTAM n FEAKOCu | O,) < logc: 2È 
[Peed les eg Sh 
由 条 件 (D 知 这 与 (1. 3. 1) 式 矛盾 ,因此 9 代数 无 关 ( 亦 即 9 是 超越 数 ). 
PATER s > 2. AO, +, 4 代数 相关 , 则 存在 TC 己 (1, =, s) 使 


brE T) 代数 相关 ,但 工 的 任何 真子 集 Ti 均 使 9.(r € Ti) 代数 无 关 . 不 
妨 设 T 了 = {1,…, 1}, 且 1 二 t 达 s. 由 假设 ,有 个 无 穷 复数 列 


Wein ines (Gig tk fs 


正 整 数列 (unner 及 集合 WOT 满足 定理 中 的 诸 条 件 . 不 妨 设 WwW = 
tlhe, wow St. 8P E Z[z, °°, zij] 是 适合 P(01,…, 0,)=0 的 
具有 最 小 的 do(P) 的 非 零 多 项 式 , 那 么 由 Taylor 展开 得 


本 POO xs sema CAET 


二 


= — (6 gp Ces 0 Oe. n 
3 和 Tek ts l, 
1 ə : 
F >; 1 = —P 4; n 9, Diao : n 
i ee) >2 Ji ji! az” Əz! 
i = 


Bi ws BM ge Ol Dy Pra |) Ol Sy EN, 
l=1 


l=w+1 1=1 
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其 中 ,“O” 中 的 常数 与 n 无 关 ( 下 同 ). 由 了 7 的 定义 及 do(P) 的 极 小 性 ,从 条 
件 中 知 当 n © NW FSP KE 


— (fy, nv 2 On) ZO Ch Does wes 


所 以 由 条 件 ( 让 ) 推 出 当 n © W 充 分 大 时 PO, ns os Oi, n) 天 0, 从 而 由 
(1. 3.5) 得 到 


O-<| PO ges Ci? (See D Pnn | te WHS. 
sÍ 
w ACP) = u, h ERAK n € WNW 充 分 大 时 
OCu eae et, Gig) eo log c3 = log( >) | Prion DE 
l=1 


结合 条 件 Gi), RM 4 n E N n >n AF 
Ocu Oi aa ms sy logies Y) + Olua lonas r Bi as 


Kon KAKA iu, > u? ,于 是 可 仿 s = 1 的 情形 得 出 矛盾 .定理 证 完 . 
定理 4 有 下 列 等 价 形 式 , 在 某 些 情况 下 更 便于 应 用 . 
定理 5 ROUE M)EC, 且 对 于 任何 非 空 有 限 集 了 ES M , 均 存 在 一 
组 无 穷 复 数列 {9., nb nent E T) RIESTER WTE THX) 满 
EEH 4 HBA ARE), GD ,并 且 还 满足 条 件 
(iii) 对 任意 wu E N, n>n (T, u),nEewn 
>) | ry LS 1CTexpt— Oqu | ê; aE T 
那么 数 0. (pw E M) 代数 无 关 . 
证 ”我们 来 验证 定理 4 中 的 条 件 (iii) 在 此 成 立 , 即 
iii)’ 存在 无 穷 正 整 数列 {Un}new'， Un 一 co (n>, n CN’), ffi 
44 n >n T) n EN" 
S N Pin | Y Tespi Okun | acre De (36) 


取 任 意 无 穷 正 整数 列 al < as 二 a3 三 …, 首 先 令 


ni = minin | n E€ N, nn(Ts a,)}, 
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1.3 茶 些 快速 收敛 数列 的 极限 的 代数 无 关 性 


ABA HH ARF GIDI 
| Pra (TIe Ota | dn Cee TY). 


lew 


一 般 地 , 设 t > 1, Any," 
Rey = mintn | we Wm nS no Ts Gq) 


ts Ny 已 定义 , 则 令 


那么 由 条 件 (iii) 推 出 
y | Pi; Mia 


IE WwW 


|< y¥(T)exp(- Olanı | 9, n,,(t © T))). 


) ,并 定义 序列 {un)new' WF: 


(P41) Bye 
(1.3.6) ARA NERAD Gi) Xt 


I 
A&N = [nis Mas Nay 


Un =a; 
t 


还 记 not TX = no tT ay). i 
n © NW' 也 成 立 , 于 是 由 定理 4 得 到 定理 5. 
注 1 由 阶 函数 性 质 2 ,显然 定理 4 中 的 条 件 (iii) 草 含 定 理 5 中 的 条 件 


(iii) ,因此 定理 4 和 定理 5 等 价 . 
注 2 由 定理 4 的 证 明 可 知 ,定理 4 和 定理 5 中 的 条 件 ( 让 可 以 换 成 


(ii)' 对 任何 给 定 的 由 非 零 复数 组 成 的 数组 ed © W), 


= Dep ps #0 (nan Ern Ed 


lew 


并 且 
ald (n>eo,new). 


> Pra bt | py | = etl @ 


1€T\W lew 


现在 给 出 
因 为 在 定理 4( 或 HP XE n> 
一 个 下 标 上 达到 ,因而 当 mE W 充 分 大 时 ,存在 下 标 ro 使 mag | Pa, a | = 
{ro}, 即 得 下 列 特 殊 的 判别 法 ,适用 于 某 些 特 


上 述 定 理 的 一 些 推论 . 
nos n€ N, %rmax | Pe, n | 只 能 在 


|P ,n |. 在 定理 中 取 W = 


殊 情形 . 
推论 1 BOE M) EC. WR MTF EAE as AIRS TCM , 均 存 在 
Qe heey CES Des 个 无 限 正 整数 列 ! Unhas 1? 


一 组 无 穷 复数 列 (9.， 
Un > > (n > x) CENSI TAR) RA FIERE 
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(D lim@,, p = 0.; | Oe, n = 9 |>O0(n Sm, TET); 

(ii) > | 8e, n= 0r |~ max | bs, n — 0; | (n> œ); 

Gii) max lcim — Oy | expt = Olu, VO ntr eT) ms no), 
此 处 7 = Y(T), no = no(T), BA 0, Cu E M) 代数 无 关 . 

a R sai ares 则 有 

推论 2 iO, +, 0, 是 给 定 复数 ,o(n) 是 n E NKK) > oo 
(n> %，n E WW). 还 设 对 每 个 1 © {1,，…，s) 存在 上 个 代数 数列 
Or, nner T = 1, 1t) 及 一 个 下 标 w = wr), 1S we t ,使 对 任何 非 
零 代数 数组 {cw+1，…，c,} ,不 等 式 


0< nem (De, | Poin |+ E0 >> | Parm |?) 
r= w+1 


r=1 


<| = CrP ein 


r= w+l1 


e EUa 


S rp] aL a sh I D T 
ty ee) 


Eg] Cl 7 


n > nz, n E NITR IEA e; € {0, 1) REIR, yV, Ys 及 ns 仅 与 
t Alc, 有 关 , 并 且 对 于 代数 数 a,，t(a) = log H(a) + deg(a) 是 a 的 规格 ， 
H(a) 和 deg(a) E a 的 高 和 次 数 .那么 Oy, 5 0, PRIN. 

证 MERE T= iy. sty tp Sigs Si AS ee 
AH TE (1, 2, oy ir), RDA h HE HO AY BL OY SO FF HE ER w, w< i, ,使 
不 等 式 (1.3.7)( 其 中 ,t = i) 成 立 . 令 w= {igs s iy} NM (wt, 
w+2,e, i)}.760.3.7) Pc, = 04 7 E W) 而 其 余 的 c-( 亦 即 ce 
W) 全 不 为 零 ,并 适当 取 ec; , 即 可 由 (1. 3.7) 式 左 半 推出 定理 4 的 条 件 (i) (ii) 
在 此 成 立 .应 用 Liouville 估计 ( 见 《 超 越 数 引 论 》 第 一 章 引 理 10) 容易 从 
(1. 3.7) 式 右 半 推出 定理 4( 或 5) 的 条 件 (iii) 也 成 立 .于 是 推论 得 证 . 

推论 3 KO, +, 090, 是 给 定 复数 ,g(n) Æ n © NKRA, gn) > % 
(n>o,ne N). 如果 对 于 每 个 上 Et1， =, 5) 存在 1 个 代数 数列 
(Oz WI REWEE Sg Die Seas Pf) 使 不 等 式 


t-1 


PA ey | eee oe dae et | 


1.4 代数 系数 缺 项 级 数值 的 代数 无 关 性 


ce POrn 
<exp(- g(n)[Q, n» sey : Q] 2 : G5) 


6. (1. 3. 8) 
deg(0., n 


当 n = Nas N E 成立, 那么 A. er pas 0, 代数 无 关 . 


证 ETE 3 PREAH t Ow = wt) = t -1, FR o(n) = 


oo, | Pua TD Cm © mM nS ng) SAR 
(1.3.8) 式 推 出 (1. 3.7) 式 成 立 ,于 是 得 到 结论 . 


最 后 , 当 集 合 M=({ 
推论 4 


minmin(g(n), [Repo eis 


1) , 则 可 得 超越 性 判别 法 则 ,例如 : 


设 OEC, 且 存在 由 不 同 复数 组 成 的 无 穷 数列 {0, )?-1 满足 
条 件 
(CD limô, = 95 
GD 对 任意 u CN, Yn 


= nolu) 


| GO, — 8 |= Yexpe= Ou | 0 7 
则 O 为 超越 数 . 
从 下 节 起 我 们 将 给 出 定理 4( 或 5) 的 一 些 应 用 . 


1.4 代数 系数 缺 项 级 数值 的 代数 无 关 性 


BE A 是 代数 数 集 . 我 们 考虑 缺 项 级 数 


Fezz = “Sy, 1.4.1) 
k=0 


其 中 ， 所 有 系数 fk EA, 并 且 存 在 递增 正 整数 列 ! Ae ts vi Al {én tan 1 
条 件 


yt 


满足 


0 三 .A 入 Ny Mn <e 
使 得 当 n = 1, 2, 


9》 


fx = 0 CAB CREL AT 
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Íe, 0s ae = 0 


WE KS ly By eS 


Petz) = Sofie s pee = Pilaz w, 
=A, 


Fig= X Piiz) = X ppa. 
对 于 L= 0 k= Ls 25, #92 Wid 
Portis aP tad. pi ay SP ge: 
其 中 , f° Cz) 表示 f(z) 的 1/ 阶 导数 . 

我 们 还 设 级 数 (1. 4.1) 有 正 的 收敛 半径 R. 另 外 ,对 于 代数 数 a, 令 [a| = 
max{1, | a |, ++, [a |}, ER, a = a,…, a Ba WAT; A 
den(a, B, …) 表示 代数 数 a, By … 的 最 小 公分 母 , 亦 即使 ma, mB, … 均 为 
代数 整数 的 最 小 的 m EN, 而 den(Ca) 则 称 a 的 最 小 分 母 . 

我 们 首先 研究 缺 项 级 数 (1.4.1) 在 代数 数 上 值 的 代数 无 关 性 . 

定理 6 设 级 数 (1.4.1) 如 上 述 , fi € KB) IFA 

lim (y, + log. A, + log Ma)/Ar = 0, 0 
其 中 , Ay = max fd, Mn = den(fo，, fis +s f). 如 果 存在 无 穷 集 合 .CS 
N 使 得 
deg patz) = 0 (n EN), (1. 4. 3) 
ABA RTF ARB as as; 0<] a, | 二 R I<v<s) Haj/aj(itj) R 
是 单位 根 , 数 FD (a,) (1 S0,1<v<s) 代数 无 关 . 

注 1 实际 上 ;(1.4.2) 式 只 需 对 n € NRA. 

证 明定 理 6 之 前 , 先 给 出 下 列 辅助 结果 . 

引 理 4 设 0 二 | a |< R, 则 级 数 》) px laze 的 收敛 半径 三 R. 


i AO0<|P\< RM 


1.4 代数 系数 缺 项 级 数值 的 代数 无 关 性 


| prt || BI < DY | f; | maxi ela MEI 


Base (ae Te (Be 均 < R, 所 以 级 数 > | px (qa) || 8| WS. FES 


引 理 5 看 “是 非 零 代 数 数 , 则 
| a |> (max(a], den(a)))~24 ， 


其 中 , dla) 是 a 的 次 数 ,den(a) 是 a 的 最 小 分 母 . 

〈 见 《超越 数 引 论 》 第 一 章 引 理 2) . 

引 理 6(K. Nishiokal SIRER) 设 WEGN 是 一 个 无 穷 集 ,yi es Y, 
是 数 域 必 中 的 非 零 元 ,并 且 7Y;/7Y;(iz 门 不 是 单位 根 .如 果 数 组 (a1, ;, ，…， 
as, n) E Ks(n E N) HE FARE: 

CD ai, n £0 ME n E M 

Ci) hCa;, = o(n) (ne, NE NIE ye a 
其 中 , h(a) 表示 a © 区 的 绝对 对 数 高 ,那么 对 于 任何 固定 的 9, 0 二 0 二 1， 
当 n E€ WNW 充分 大 时 


| A 二 Min et |> (| Yi BET 


( 见 本 章 附 录 1). 

定理 6 之 证 只 需 证 明 对 于 任何 固定 的 元 人 0, 数 0 = aF P (a,) 
OSIS ho lave sl itm. 2M = il, l 0s SL, l= 
VIssCV,TEM 的 任意 非 空 子 集 .对 于 满足 (1, DE T 的 av WEN 
as ents E, ,并 设 


| 海 laee ss [sti Se ee Sele ly Cl.4, 43 


其 中 , 6/6 i +j) 不 是 单位 根 . 由 引 理 4, BBD) pi, (ED zh 在 区 域 
| z |< R PM. MU, vy) € Tid 


n=1 
Bi wei = Pt EES 
k=1 


Sin = Ua = Bion we We 
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注意 (1. 4. 3) 式 ,我 们 有 
Piven = Diff + On) Cn EN) (1.4.5) 


其 中 v0 0 1 Dyk 2) = 22 = De = T+ 1) US 0), Dea) = 1. 
此 处 及 下 文 %“O” 中 常数 与 n 无 关 . 由 引 理 5 及 (1.4.2) 式 得 


Ghara OC) fy | C2) S|) Uae ve sy. (1: 4. 6) 


SW =a Ua Ee T ve (1,-, ys V= ty ve WY 
UR Ly =A | ly oe WOE Vdo EFL tle, VE 
TPD], v) € W) 是 任 一 组 多 项 式 , 满 足 Ga; yO oC Cbs VD ETD) + 
OCA Mm. n © WNW 充分 大 qu, y Eu, v, n Cu, v E T) ERA WE), 
Cyn yn = Ga, Og, ahs VE TIC, » CW), UR o, = 


SD civ, nieve n(n © .NW). 我 们 来 验证 定理 4 中 的 条 件 (ii). 


Ud, VEW 


由 (1. 4. DAA. 4. 6) 式 得 


wy = Daada Se + OF fe (46) & 1%), 
vE V 


Heda = Dein DA ee VIET = max! ,那么 


ieL, 


Gisa ~ e anD" And (n> œ), 


因而 , crn FOCH n 充分 大 ). 由 引 理 6 并 应 用 (1.4.2) 式 可 知 对 于 适合 
max(9, | &g+1/& D << <1 MRA.4 n > n It 


| ang ll Py, | Of = cd | & | SO, 4.7) 
其 中 , c1 (及 下 文 cs 等 ) 是 与 n 无 关 的 正常 数 .不 妨 设 WT. 从 (1.4.5)， 
(1.4.6) 及 (1.4.7) 式 可 知 对 于 (1, wv) E T\W 
| Piven | 之 D,(A,,) | gti | An + O| Â | @)4n) 


l@,| ~~ (Om = 26%) | & | 


1 


—>0 (n> >, n EN), 


以 及 对 于 d.» EW 


Ne ae 7 OCOD An) | & | + OOl & y) 


[ead © (Orn — 610%) | & [> 
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1.4 代数 系数 缺 项 级 数值 的 代数 无 关 性 


> 0 (n= 2, n EN). 


因此 定理 4 的 条 件 (ii) 被 验证 . 
为 验证 定理 4 中 的 条 件 (iii) ,定义 
& =1, B, = Ce, + log A, + log NM, /asain EN), 


其 中 


A = maxr) | 1<vx<s, 0 


= dent py. rla AS vs, OS 1 


IN 
x 
IN 

= 
IN 
> 


M, 
那么 bn #0. MEWE n EN 
6 
< co lua- + log An- Flog M,-1)log u. C14. BY 


为 此 设 m = sL,e 
d, d n 
PlZiy ms Zm = 1 P, i Zp zys 
= ES 


i EZF,P 关 于 z， 的 次 数 为 dy(l 所 vy 筷 m) H ACP) 


其 中 ， Pls es 
24. P LCP) <u. FE 
aCP) <= elogiu, LPs u. (1. 4. 9) 
i 
Ly Se Se) 0 


a= PO), >, 40a LE 


fr a0, W] dega) < c4, A 
den(a) < (ee Mon, [al LP Kn = 1) Anae A, 


由 引 理 5 及 (1.4.9) 式 即 得 (1.4.8) 式 . 又 因为 


A Un y Bn 
An S Hac Ans Mi SC, Mps 


因此 由 (1. 4. 2) 得 到 
Ba 一 0 (n> 2, n EN). 


取 u,(T) = [exp(1/VBn-1)] (n E N) TERM. 4.5) RA 
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3 | l= ee me 


deW 


其 中 , 0 二 0 二 1. 于 是 由 (1.4.2),(1.4.8) 式 可 推出 当 n € 水 充分 大 


S ar oa (S repi Otun l Or aleme T, 


即 定理 4 的 条 件 (iii) 在 此 成 立 , 从 而 定理 得 证 . 
对 于 级 数 (1. 4. 1) 的 特殊 情形 


Pay =D Dea er (1. 4. 10) 
k=0 


其 中 , {ex hao 是 严格 递增 自然 数列 ,pk E 区 全 不 为 零 ,并 设 (1.4.10) 有 
收敛 半径 +. 记 


an = max(lbo|, [bi]; e, [bn], 
m, = den(bo, by, my b,) (n >0). 
我 们 由 定理 6 得 到 
推论 1 设 级 数 (1.4.10) 满 足 
En + logar + logm, 


lim = 0, 
ay Cnt] 


而 ayy ets as 是 代数 数 ,0 过 | ay | 二 +r A<v<s), aj/a;(it¢ jf) REM 
根 , 则 f£OP Ca) IS0,1<v <5) 代数 无 关 . 

注 2 由 推论 1 可 知 级 数 fo(z) = pa ae 及 其 各 阶 导 数 在 代数 数 
a (0 < | a, | 二 1, a; /a,(i#j) RR ARR) 上 的 值 代数 无 关 , 这 就 是 所 谓 
的 Masser 猜想 ,K. Nishiokat85] 首先 给 出 它 的 一 种 证 明 . 

现在 考虑 级 数 (1. 4.1) 在 超越 数 上 的 值 的 代数 无 关 性 .我 们 称 超越 数 E 
有 超越 性 度量 2(d, log H), WRI FERA d, S <H WERL 
PE 2ZF[z] 均 有 不 等 式 


| PCS) | Pd. HY. 
我 们 记 Zd, log H) =- log f(d, H).FRERAWKEH 


log | P(&) |> exp(— ¢(d, log H)). 


1.4 代数 系数 缺 项 级 数值 的 代数 无 关 性 


定理 7 设 级 数 (1.4.1) 如 上 述 , 但 其 中 fk E AŽ ECA. 4.3) REM. 
还 设 是 一 个 超越 数 , 具 有 超越 性 度量 expl gld, log 巨 )). 如 果 存 在 一 个 
FoF TEER (unt -1 适合 
LimYCD nn (log u p41)?» Dn log Uns1)* log (HnAnMn))/Ansi = 0, 
(1.4, 11) 
其 中 , Ans M, 同 定理 6,D，= [Ofo > fu) :Q@J, 那 么 数 Pore ry 
(1 三 0, x € Mo) 代数 无 关 , 其 中 Mo 为 集合 人 | He Z, upc ms 
[ISD Riel ee Z, 4S mS lEl< D mE m 由 下 式 定 义 : 
[RR 
|, Slee LY 
证 Sete | Fl > 1. 
eS Riles, (14,12) 
TAERE L So, m* ams Se M = 1, pw) | Oz TSI. 
m* Su <m} 忆 有 .我们 证 明 数 FD E) (Ad, wW E M) 代数 无 关 . 设 了 
是 M 的 任意 非 空子 集 , 对 (1，A) E 了 定义 


n=l. 
icone = Pe EM). i, ye BOA Os 4. 


类 似 于 定理 6 的 证 明 ,注意 条 件 (1.4.3) ,可 知 当 (1，/p) E TA 
和 
(1. 4. 13) 
设 M5. = max p, L=({1| Cl, mp) € Th, W = tl my) | Le LEN 


On = Jen m Pie mon? ne N, 


IEL 


其 中 , (C1, m O © LY} 是 任意 非 零 复数 组 成 的 数组 . 记 


pi = Jera DADE ien EM 


1EL 


HA pa #408 
Pe IS Eie (1. 4. 14) 


由 (1. 4. 13) 式 得 
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oo + Om), OLIOLI, nEwW (1.4.15) 


lA d > do Hf Yd, log H) >- cud + dlog HRMS) 第 一 
章 引 理 11) , 当 n 充分 大 时 我 们 有 


WD ntn log Uns1)?, Dy og un+1) log (4,A,M,,)) 
> ty Drea log tga” + Din, Coe unr los (a, AM, 
> cl2D2pn log Uns1)* log un + log A, +logM,). (1.4.16) 
从 而 由 (1. 4. 11) 式 推出 
limD, (pn log Ay + log MAL = 0. 
据 此 类 似 于 (1. 4.6) 式 可 以 证 明 当 (1, ET 
Coe = OC f, IGE). Ota Tr, (1. 4.17) 
FH (1. 4.13) ,(1. 4.14), (1. 4.15) 和 (1. 4. 17) 式 得 到 当 C1, wo) E T\W 


Pr aim | Diag TEE 4+ OCG | Eley 5 
lon | ~ pp [| elm — OON E] yy 


>0(n>o, n ENJ, 


md, DEW 


| Pran |? o OI Dr Any EnA m = OA Ee [no yy) 
E | px || El” — OCO | EM) 


| w, | 
—> 0 (n>, n EN). 


因此 定理 4 的 条 件 ( 让 被 验证 . 

最 后 来 验证 该 定理 的 条 件 (iii). 设 PeEZ[zi,,((1, py) ET)] 是 任意 
IEA AMSA A(P) 达 wn. 令 a = 004% m>0) Ka =|m|Gm<0od). 
那么 

人 


k=1 


是 一 个 系数 在 环 Z1 forces fa | PIN. RIE E wE 
Pafos ade fu, 3 z) = DUP; fo» aa Fu, 22) s 


1.4 代数 系数 缺 项 级 数值 的 代数 无 关 性 


其 中 ， Pa E Z[ xo; [3 
z 的 次 数 deg, (Pn) 


“Xp 2j, pj © ZL xo.) Xp BWP, 关于 


<S €13¢n-14(P) < Ci4tn-1l0g Uns pj PRIZA < 
d(P)! ™1 Fup) P < 


< exp(cis (log un) + Clog #n-1))> pj 的 全 次 数 
D < d(P) < clog un M 2， 的 高 


HPna) < MP HCP) Qla Cn- + 1)) iP 


< exp(cı7 (log u„) (log Mn-1 + log #n-1)) 


aG = leer An) O a fu > 到 C 中 的 舱 入 ,那么 


@(z) = J LejPn Cfo, ee, fe, 


是 ZLzj] 中 次 数 为 4 、 高 为 及 的 非 零 多 项 式 ,并 且 当 n 充分 大 
d <A, deg, (Pn) 


; ZZ 
-1 


< CwAnftn-ilog Un < D naika- og TD 
log H <A, log(H(?,) «A+ AP) 


< Cig Da- (Clog un) log Mn- + log 2n-1) + Clog un (log Ai7 


+ (log u,) (log A,_1)) 


< Cog un)? Dn-1 Clog 4-1 + log A 
因此 当 nn 充分 大 


ni + log Misiy: 


| SCE) | Sexp(— YD 14,1 (log ua) s Dri (los ur) 


* (log #n-1 + log Ay,-1 + log M,-1))). 
另 一 方面 , 当 Ud, Ae T, ke wa 1 


(1. 4. 18) 


[a P OCES |e ep Ayla | Oe 


=< expC Cig (#n-1 + log An-1)) 9 
因此 


| ojPn (for > fu + © | 


< MEP ged Pap, LCP) Cn — exp cig Cpin_1 + log An-1))) 4? 
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< exp(cio Clog Wn Cr- + log A,-1 + log Mj-1)). (1. 4. 19) 
由 (1.4.18),(1.4.19) 式 ,并 注意 (1. 4.16) 式 ,可 知 当 n 充分 大 
[PO mets Ee TD) 
> expl- HD ip 1 log un)?» Dn-1 Clog un)? (ogpn 1 + log Any 
+ log Df, 790) = czo Dn- Clog Wa) Cn- + lop An- + log MM, =1) 
== exp(— ea GC Daila Oe da)" Dy) (lon uw, 
“og (4n-1 An-1My-1)))5 
FB, cy >FE n KAK 
OCs, | Op, on hee) E TD) 
S ca PCD n-1bn-1 og un)?» Dp-1 og uy)? log (yn-1An-1 Ma_1)). 
注意 


oy | Pie, wo Lee ge ey Os Ose 1, 


Gew 
由 上 两 式 , 应 用 (1.4.11) 式 即 知 定理 4 的 条 件 (iii) 在 此 成 立 ,因而 FO? CE“) 
CCl, W) © M) 代数 无 关 . 
现 设 |EL<L IA | EHA K< RSI EI, WA CAMBS 
it exp(— $(d, log H)), W E ARER E expl- yp (d, logH)), p(d, 
log H) = Wd, log H) — dlog | £|, freA (1. 4.16) RAC. 4.11) 式 对 
pı (d, log H) 也 成 立 . 于 是 分 别 用 &-1 和 一 m 代替 和 m, 即 可 归结 为 前 面 
已 证 明 的 情形 .定理 证 完 . 
推论 2 设 级 数 (1.4.1) 如 定理 7, 并 满足 条 件 
Die, oe un) low, Ant DA >? Ks yy (1 0 


MA FO OUSO HE LZ, nm) 代数 无 关 , 此 处 m € ZAHA 
et eR a emt. 

WE ”对 于 数 e 可 取 gd, log H) = co3.d*log( dH) Clog d)2( 见 (超越 数 
引 论 》 第 五 章 定 理 7) ,于 是 


PCD nen og Uns1)*?s Dy og unsa) log (4,A nM») 


1.5 广义 Mahler 级 数值 的 代数 无 关 性 


< Ca (D nga (log üna) )” Clog D, + log uy, + log log üns 
+ D, dog un+1)* log (pnAnM,)) og Dy, + log un, + log log u n11)? 
< c Div? Clog Hnd? Clog uny) log (u,A,M,). OE Dl 


i, oy = Digi dog und log (rA Ma) a(n Se 1) Bea C.4 20) 可 
Alo, ~0 (n> œ). S 


ur = ya, = lepi | ta S15, 
那么 由 (1. 4. 21) BY 
CLD tte (log tyri s Diy Moe i) log Co A gM Dat 
< cog OY8 — 0 (n> œ). 


于 是 由 定理 7 得 到 结论 . 


1.5 广义 Mahler 级 数值 的 代数 无 关 性 


设 w E€ RNQ , 称 


æ 


Szy w) = X Lok]z* GRINE 


为 Mahler 级 数 ( 或 Hecke - Mahler 级 数 ) ,其 中 , | z | 二 1,5.] 表示 整 数 部 
分 .由 于 [Lwjkj = [ojK ,所 以 不 失 一 般 性 ,可 以 认为 0 二 ww 二 1. 从 20 世 纪 
20 年 代 起 ,人 们 逐步 研究 了 级 数 (1. 5.1) 在 有 理 数 和 代数 数 上 值 的 超越 性 
及 代数 无 关 性 ,进而 考虑 了 具有 不 同 参数 w; 的 级 数 S(z; w;) 的 相应 的 代 
数 无 关 性 问题 .20 世纪 末 叶 级 数 (1. 5. 1) 的 下 列 推广 形式 被 提出 : 


ES [nw] 
OCZs Wz @) = ys" I CS2) 
n=1 m=1 


其 中 ; | zlais | wll, | zw | Flee 
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(Zs 1; w) = SCz;3 @). 
我 们 将 级 数 (1. 5. 2) 称 为 广义 Mahler HR. 
已 经 知道 级 数 (1. 5. 2) 可 以 表示 为 


= G7 Gis, wRet Pes 
olz: wy WY = X (= 1) e (1.5.3) 
k=0 C1 — zîkwPk) (1 一 zk Whe) 


LLB, 54]) ,其 中 , pn/4n 是 w 的 第 n PE. RI w = 1 得 


Zir" len 
CERLE 


Szy ay = D(C= 1 
k=0 


〈 此 公式 也 可 见 L57]) . 
定理 8 设 t = 1 Wis ***%5 Wy 是 无 理 数 , 有 连 分 数 展 开 


w = (0; Op ts a Wy, pated Cir =", see, EDs 


且 存 在 无 穷 集 WSC N fo}, n > © (n> o, n E€ N); HK t > 1 AR 
Wo, 22 (n 兰 2), 以 及 存在 常数 人 >1d<i<t) iE 


AGO). wt CSI) ti S| 1,45 £1), (1.5. 4) 
AOS. 0 ay He EY, (1.5.5) 


如 果 OL, …，, 0 是 任意 代数 数 ,0 二 | 9; | 过 1 ASis HRE a< 
be 14s (Oye Os Oey JE AO | yy |S De we, a 
(HEY) 不 是 单位 根 ,那么 数 la, jebi wi) ISict,l<j<csci ft 

在 定理 8 Pt = 1,6 = 1, 可 得 

推论 1 设 w 是 无 理 数 ,其 连 分 数 展开 有 无 界 的 部 分 商 ( 即 wi, n > 
o) $ a, 5 Oy 是 代数 数 ,0 二 | a [KI ASis), a/g liE 
单位 根 , 则 SCa;; w) ASis) 代数 无 关 . 

注 1 K.，Nishiokal33] 曾 给 出 这 个 结果 的 一 个 证 明 . 

注 2 满足 条 件 (1. 5.4) 的 一 个 自然 的 例子 是 


el/z fe 1/A 


Wy T el ie an 1/p = Les 3 Sy Ths, see] (4 = es ae t) 


CULL98], § 34). 据 此 ,我 们 令 


1.5 广义 Mahler 级 数值 的 代数 无 关 性 


w, = [ws ap, a*p, arp, =] Cm S 1 sees $5 


其 中 , a 是 之 上 的 任何 整数 , 则 这 些 数 满足 定理 8 的 所 有 要 求 . 
为 证 明定 理 , 需 下 列 辅助 结果 . 


u = [Lios Ui» Ug, e], v = | os Vio Vor ce], 


用 dn CW) All nv) RAB EATS n SUES BPE. REE vn, S2 (n> 
2). 如 有 果 存 在 常数 4 二 1 及 整数 s 宇 0 满足 u, > ava, CWE nS s+], 


IBA gn Cu) SAT gn,_s(v)( 当 所 有 oS we 
证 对 n 用 归纳 法 .由 连 分 数 性 质 有 


qotu) = 15 grlu) = uis gal) = nd i dio 2 2) 
Go(v) = 1, qilv) = vis q,Cv) = Vd Ct nat Vv) On SS 2). 
显然 qs(u) >1 = qoo). 又 车 给 定 的 整数 s = 0, 那么 Gru) = 
gi lu) =u, > ay >My, = M2 qv); #5 1, Hz Garey = 
Us+1qs U) + Gs-1CU) > W541 Gs CU) > àvi * qo(v) = Av, > Al gy (vy). 
这 表明 命题 对 于 n =sKs+ 均 成 立 . 现 设 1 宇 s + 2H beet n = 

1 一 2 及 1 一 1 成立, 要 证 明 它 对 n = /也 成 立 . 
我 们 有 

qi(u) = uqı-ı lu) + qi-2(u) 

Se Apps £ AISA iea CVI 4 RE NEE sg YD 

和 

ae (AU -s-2)/2 T 本 

= fe OLE oe a) + AUi-s-2)/2 (4 = A ia gate 

= AC SOI os kd A AC s#1/2 (4-3/2 = Wgjegue Cw). (1. 5.6) 
Al {dn (v)} ro 递增 , 故 


qi-s CV) S (vies + VD qy-s-2(v) = 3q)-5-2(v) 
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> (14+ a7 +A lg 2(v), 
于 是 由 (1. 5. 6) 式 及 上 式 得 到 
qilu) SAD gy) = A t =A MS 
etal? +å71)qi-s-2(v) 
SAUDA g Ch R] A Ma py 


= A O 


这 正 是 所 要 证 的 结论 .于 是 引 理 得 证 . 

注 ge aS (C1 45/2)? Aa) AT 41 SS vg td 
而 qi-s(v) > A +AT +4-1)qj_,2z(v), 于 是 引 理 中 的 条 件 v, 宇 2 (n 
> 2) 可 略 去 . 

定理 8 之 证- wWM=(i,pll<i<t,.1<j<si)}) MME 
一 非 空 子 集 , 将 其 元 素 (i, 站) 的 分 量 i AEWA iy < i< <i fS t 
将 其 元 素 (i,，, D 的 分 量 j 排列 为 

Do ei Vy eC Se 


约定 将 OCG; js O; wi, ) 简 记 为 BCE, vy? Ui Ta) DP BN ball eae jo Sa, v9 
等 等 ) AE, v) 的 集合 记 作 了 .又 设 
人 
其 中 ， | rl) <= ví), 6 ， i/&, iij Le Ds j 达 7) 不 是 单位 根 .把 Th 
<< f) 的 连 分 数 展 开 记 作 
rw = LO; Tins. 2 Tu, a9 e] (i= 1,2, +, DE 
其 第 n 个 渐 近 分 数 为 py, n/ Ap, n HC. 5.4), (1.5.5 式 得 


AT Steg Keele ea lee eg Aas 


Ten 
Apm Tieni Cn 2 1)3 
以 及 
Ti, n 2 (n2), Tti, > (n>~o,new), 


1.5 广义 Mahler 级 数值 的 代数 无 关 性 
其 中 , A, 是 某 些 4; 的 乘积 .由 此 及 引 理 7 及 连 分 数 的 性 质 可 知 
isn aan F0 (n= a]; 
Pi,n/Puron~O (n= œ) tp 1), 
dan/qdu nyi >0 (n> œ; n ENJ 
Punt Pu iri 0 (nee, n EN l). 
我 们 记 
ed aa ee eg Pe CUPS be 


= C=1)* z 
(i = pn anoe RCIE gge bake ey 


对 Cs r E Ts n ENS 


Port = Eius Wei Te) — On, v, n- 


因 当 n € WN 充 分 大 时 | gne | 去 SORE 


1 
Gi, net oP = 1+ OC) és 上 | We | 
My it » n+l 
Lee Ma 
故 有 
+g P +p 
hee us nti gien mari 
i, = C= 1)” a ; P 
tage a 
S (1 十 OC| Ei; vy | 4m wd | 人 | 的 
以 及 
ur |< 4 y š +a, kvl | vie le My er Pe has 
> z 
RCL | eer | Fyn n+ | ule [Pun Ppi ns, 


此 处 及 后 文 c1，… 表示 与 n 无 关 的 正常 数 ,“O” 中 常数 亦 与 n 无 关 . 于 是 我 
们 得 知 对 (yx,，v) E T, n E 水 充分 大 
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N isa na ies ned fe ne Pe ae 

se = 

k 1 — gle ngen 
yv lyu 


2 
| 


+ OC Ep | en | a, Per Pe rt), (1.5.7) 


以 及 
Panun SOR? umy, Oe pl (1. 5. 8) 
设 Im = Pi, oA ee OG; wD, ar Os Or, E E Or, MEF node 
Di,» HERE ARM SHAR Yn E WW 充分 大 时 诸 c1,,,nwz0. 记 W = 
tls v) | pu Is adem | r} 以 及 
Oy = tL, vn h ua Chew), 

任 取 固 定 的 s, 0< e 二 1, 并 取 P1 使 适合 

Pak gd Se ee ee hd Be eS ee l: (1.5.9) 
那么 由 引 理 6 可知 当 n © 水 充分 大 


ne i eb 2 
log all Bp Ve ee CC OG E | Soh at eg eg Pe) 
P a iy (+e)q S (+e) 
>| 7, | lin l, ntl 1&4 | IE Gy nn 
d-e) 
二 | (1. 5. 10) 


H. S.. 7951.5. 9). 5. LOCA Mie y N 


Pinata C3 ¢ Si. (p E y) 41.0 41, att 
| ¥1, », | eet SG, | 


让 (1-e) 
| aig | 1— co | ni | ea Ce 


porera n 


n+ 


0 (me TS I 
m4foint wry, DE T,4u>S28 


+ 
| Pu, Y, n | | Wee | Pe n Piy ntl 


| Wn | S | 7 [Piat Pa naa 


s 
ea | By,» [Sen tee 


7 CP, | & [tn Ti we = 2a,” (15. TI 
sh ce C2 | Grou. 


并 且 当 | 4 I<K1 >11), |% 1 二 1 时 有 


1.5 广义 Mahler 级 数值 的 代数 无 关 性 


| Sa | Tu adie n+l 


| 71 [Pi n Pa. net (0, | 名, 1 | 411 


+q 


1, nt+1 
m 
| ae | 1% n Ty, atl 
+ 
(Py 1, | 04 |) 4a. Gi 


因此 由 (1.5.11) 式 知 当 (x, v) E€ T, 4 主 2 时 也 有 


< > () (n > œ), 


>0 n =EN 


另外 ,由 (1. 5.7), (1.5.8), (1. 5. 10) 式 ,并 注意 (1. 5.9) 式 ,可 知 当 = 1, r 


时 有 


a 
| Li Ys n |? Z C3 | izi | 41.» i, ntl . plint 41, nn 


S 二 2 
| Wy | (oj [Bey |) 41. inati = c2 | Si | Tinn 


2 c3 (P/ 21) T 要 | 
Ce t 5 
< Gad, ee. > n=, n EN) 
l= e| Eai] ; j 


于 是 定理 4 ARE GD. Gi) BEIGE. 
最 后 ,由 Liouville 估计 可 以 算出 
0 C1512 
由 (1. 5. 8) 式 得 


n+ 


2 id, alee ee ee Hier peed, (2.5: 13) 


(ty YEW 


现在 取 
te = ty nC 4S f= Du, =n C4 FS 1), 
那么 由 连 分 数 性 质 得 


41, nlog Ti, n = log Tr n 


”0 (n= >,n EJN), 


a 
Gi, n+1 Ti, n 
并 且 由 引 理 7 得 
qf, nlog n 


: <à D/logn +0 (n>, n €N). 
1, atl 


于 是 由 (1. 5. 12), (1.5. 13) 式 可 知 定理 4 的 条 件 (iii) 在 此 也 成 立 ,从 而 定理 得 证 . 
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1.6 茶 些 三 角 级 数值 的 代数 无 关 性 


本 节 中 我 们 考虑 具有 代数 系数 的 三 角 级 数 在 代数 数 上 值 的 代数 无 关 
性 .对 于 复 域 上 的 三 角 级 数 


>} (a, cos nz + B sin nz); Ch. 6219 


n=0 


若 诸 系数 on» By 均 为 代数 数 , 则 记 


An = max((a|, [Ao], =+, kal Pa)» 
Mp = den(ag, Bos > Gn» Bad> 
Dyn = [Qla0, Bor ts ens Bn) : Q]. 
还 用 cis ni 等 表示 与 n 无 关 的 正常 数 , 并 令 
M = {n | Qn41 #0}, M = (n|Brri#0), M = M UM. 


定理 9 设 级 数 (1. 6.1) 满 足下 列 条 件 : 

G) 诸 系 数 an. By EARRAS M A No 是 无 穷 集 ; 

(i) 

| Bartl drat |S crin E MDs | Gnsi/Bnai (X er Cn EM); 


(1.6.2) 
Gii) 
DaCn + log A, + log M,,) 


log max(| an+1 |, | Bn+1 D 


Se N 


那么 级 数 (1.6.1) 在 全 复 平 面 上 收敛 于 一 个 函数 F(z), Bi FO (0) 
(1 > 0) 代数 无 关 . 此 处 FO (z) 表示 F(z) 的 1 阶 导 数 . 

定理 10 RRACA. 6.1) 满 足 条 件 : 

G) RM on, By EARRA IFAM n > no HY ahr + Bar #03 


1.6 某 些 三 角 级 数值 的 代数 无 关 性 


Gi) 
n? DÌ (n + log A, + log M,) 


log max(| @n41 l> | Bnr1 |) 


>0 (n> %,nE€ M). 


(1. 6. 4) 
则 它 在 全 复 平面 上 收敛 于 一 个 函数 F(z) ,并 且 
(a) & 


an+1 pa iBn+1 


Qnt+l 一 iBn+1 


Cy) Yn ey rok) (1.6.5) 


则 对 任何 Im(a) 二 0 的 代数 数 &a, FP Cua) (1S 0, p E N) 代数 无 关 , 此 处 
Im(a) 表示 复数 a 的 虚 部 系数 ; 

(b) A 
Quri T Rari 


Qnr+l 一 iBn+1 


>c n E M 充分 大 )， (1. 6. 6) 


则 对 任何 Im (a) > 0 的 代数 数 a,， FO Cua) 1 SO, u E N) 代数 无 关 ; 
Cc) &F 
Qayi T 1Bn+1 


z >t 1 (n>, n EM), Cl O27 
Qn+l = "Pa 


则 对 任意 非 零 代数 数 a,， FP Cua) (1 S0, y E N) 代数 无 关 . 
现在 我 们 首先 在 上 述 条 件 下 考虑 级 数 


Dolai, „Cos nz + Bi, asin nz), 


n=0 
其 中 
网 1)? nla, (1 18), els ee 
a n = = 
| = (= 1) Rete Cl aps G 198? ate, Cl O. 


因 ans Pn 有 界 , 故 由 (1. 6.3),(1.6.4) RAK n CN 充分 大 ,对 1 = 0,1,… 有 


Cat D es" (对 定理 9)， 


max | er, nsi |» | Bi, wei p<] (1. 6. 8) 


(nte EM 10). 


由 此 可 知 级 数 (1.6.1) 当 z € C 时 收敛 于 一 个 函数 F(z) ,并 且 在 任意 闭 域 
中 绝对 且 一 致 收敛 , 对 每 个 zE C 还 有 
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FO) = >) (aj, ,cos nz +B, sii nz) Ch = Oy Ty 2, -i 


Mtl = 0,1, e 定义 


fir ENVE > ap aes fro E S bierz" y 
k=0 k=0 


性 


1 1 ; 
al, k = Bett =n 4): Brk = htt k + Br x) 


d, k =0, 1, =). 


TESHA n €E M 时 | ao, n+1 | + | bo, n+] | 0. 因 为 max(| ai, n+1 |; 
| bi, n+1 |) <maxC] ar, ner lo |B, n+1 |);, 所 以 由 (1.6.8) 式 推出 ,对 每 个 
1 三 0,; 或 fi,1 与 f1,2 均 为 收敛 半径 R > 1( 对 定理 9), 或 R = o (对 定理 
10) FE BRK ,或 其 中 一 个 是 这 种 震级 数 , 另 一 个 是 多 项 式 , 并 且 还 有 
BC =f, ate y+ hte 3 fs 0 1d, 
令 Pj(x E AA 是 非 空 下 标 集 ) 是 任意 代数 数 , 记 E = elf. 对 每 个 
1 过 0 及 AE A 定义 


Ving = Fit ead FP eS, Os 


n n 
= k 一 大 
Gra. = Say, pee Sb), of" 
k=0 k=0 


FY ech 2 Oe gs x (Cn = 0,1, ++) 


D,(n + log A, + log M,,) (对 定理 9)， 
四 ie +log A, +logM,) (对 定理 10). 
设 + 是 任意 适合 0 二 + C1 WEERA n CM 充分 大 ,有 
log max(| aq, nr1 |> | bi, n41 D) + (n+1)logr 
= max(| ana la |B, nv | <0, 
故 由 (1. 6. 3), (1. 6.4) 式 推 得 , 当 ! = 0,1, + 


On 


> 0 (n> œ<, n M). 
log maxC| @rn nar ls | By, avi [2+ (n + 1)logr = 


(1.6.9) 


1.6 某 些 三 角 级 数值 的 代数 无 关 性 
如 果 | E (<1, AKA. 6.9) RAM n > nA, n € N 
log max(| aq, n1 l> | bi, nei D + Cn + Diog | & |K- 240n, 

其 中 ,1 之 1 是 一 个 固定 的 数 OE CA. TE nS nA, n EM 

malara le l braa Oredo Tae en AGI 
4o = (Cl & (11+. A | Ge |<1,0.6.9) AAS an Sm, 
nEM 

log max(| @7, n41 |> | bi, n+1 |) + Cnt Dilog | &* | 

+ (n + 1)log o <- 3A, , 
因而 对 所 有 n> nA), n EM 

max l aga lel br gar Oa er et Le Ms A6 


如 果 |E >1,364 | 67) <1, ATC. 6. 10), C. 6. 11) 式 此 时 也 成 立 . 总 
之 ,由 (1. 6.10), (1. 6. 11) MRT HH ś n > nA), n EM 


Pe ee ane E SD) eee Meg 


k=n+1 k=n+1 


<2 D eTA, ee (l= 0, las LE A). 


k=n 


CI. 6: 12) 
特别 ,还 有 
全 
Ch 6:133 


其 中 ， UL Se n = GI, nS + bi, nia sees Tt, i, n = QI, nee =< bi, nsa Cs 
n = 0，1，…) .容易 算出 


(— 1)? k! 1, u, k (1 偶 )， 
i, usk | (1. 6. 14) 
= ik= LOIS ge CE ep Ds 
如 果 e, = 0,84 & = 1, 由 引 理 5 得 


4 
| Ves n+l |= Cn + 1)’ exp(- ¢5Dn+ilog(An+1Mnsi))- 
(1. 6. 15) 
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如 果 e, #0, ABA NEA & = el 的 超越 性 度量 9(d, H) = expl- ced? (d + 
log H)) U(E BA S| VE) SS HB se BE 7) 得 到 
(Iig mer [Se Cn + 1)! exp(— cgens1). (1. 6. 16) 
Hy (1. 6.13),(1.6.15),(1.6.16) 式 可 知 ,对 于 定理 9 当 n e MAWR) 及 
n EMUT) RAK, RUFEHIO4NnNE ME 
A> ce (Pp), (1.6.17) 
均 有 Pi, r n #0 Cl = 0, 1, zee De 
现在 逐个 完成 定理 的 证 明 . 
定理 9 之 证 令 A= {1} 及?! = 0, 于 是 在 定理 5 中 取 下 标 集 M = 
(E, 1) |1 宇 0}. 设 TC M 是 任意 非 空 集 ,定义 lo = max{1| (1, 1) € T) 
BW = (lo, 1)}》, 于 是 wo, = C791 ,1,n 了 0, 其 中 ,n © NM (lo 偶 ) 或 n E 


Na Clo 奇 ) 充 分 大 .不 妨 设 1o0 偶 (如 1o 奇 , 则 在 下 列 推 理 中 用 .% ARE M). 


(1.6.2) MA6 14Y RI, 24 1 < Ig Bt 


7 n 
E a c)(n+ 1) +0 (n> œ, n € M). 


| Ury 1, n+1 | 


由 (1. 6. 15) 式 得 


全 = 24c ， 


aa | 


>0 (n=, nEwM). 
| Ur danaa | ; 


因此 当 Ua te TANW el Pr i.e |= 00) @, D Cae es, a EMR 
由 (1. 6.12) 式 显然 有 | Prsia |? = oC] o, |) (n> eo, nem). 

one Pe 2 2p ttl De PN], PO, CL IE 259 2h 
ACP) <u, Tes n E€ M KAA. PO, all 1) € P40. h 
(1. 6. 14) 式 推 出 0.1, n 的 次 数 不 大 于 2D, ,其 高 不 大 于 (8nA,M, )2D， (应 
用 《超越 数 引 论 》 第 一 章 引 理 3) ,所 以 由 Liouville 估计 ( 见 上 引 书 第 一 章 引 
理 10) 得 知 当 n € M 充分 大 ， 

log | Pi, 1, nC, 1) € T)) |>- cg (log u)o,, 
因而 
Ou | Oii, nd, 1) E T)) < eg Clog u)o,. (1. 6. 18) 


1.6 某 些 三 角 级 数值 的 代数 无 关 性 


Wà = [cgsllogu)j+2, 由 (1.6.12),(1.6.18) 式 可 知 当 n 宇 ns(u), ne 
M 时 有 
| gi in | ep Oku f 0 Tn ls IE Ty): 
于 是 由 定理 5( 并 注意 第 1. 3 节 注 2) 得 到 结论 
为 证 定理 10 ,需要 下 列 辅 助 结果 . 
引 理 8CTurin 不 等 式 ) 设 m 为 任意 非 负 整 数 ,yi s Yi 是 任意 复 
数 ,zl1，…，zk 是 非 零 复数 适合 


max | z; |= 1; min | z; ~ zj |> ð, 
1<j<k ixj 


则 存在 正 整 数 y 适 合 m + 1 三 v 之 m+k, 且 
é k 
人 >k if alee 


( 见 [121], 定 理 11.1). 

引 理 9 it (V1, e, Yp) E Ct 是 非 零 复数 组 ,zi,…, zx 是 非 零 互 异 
复数 ,| zy | = =| zk | = 1, 则 存在 常数 co( 仅 与 7;，z; 有 关 ) 及 无 穷 集 
NEN fii 


k 
| > V2 |S co Grew). (1. 6. 19) 
j=1 


证 WB cg = (过 i 5 | 7; |. 在 引 理 8 中 取 m = 0, 可 得 mi 使 
不 等 式 (1. 6.19) %4 n = m 时 成 立 . 然后 在 引 理 8 中 取 m = mi, 可 得 
m> mı) 使 (1. 6.19) 式 当 n = m, 时 成 立 , 如 此 继续 , 即 得 无 穷 集 = 
(mi, m2, =) 使 (1.6.19) 式 成 立 .证 完 . 

定理 10 之 证 令 A= NN 及 P= ya. 对 于 任意 给 定 的 整数 1” 宇 0 及 
m” 访 0, 在 定理 5 中 取 下 标 集 M =U, Wl Oos Kuh, 
要 证 明 数 O, pC, py) © M) RAIEK i TE M 是 任意 非 空 集 .我 们 分 情 
形 验 证 定理 5 中 的 条 件 (i) MGD. 

对 于 情形 (a) 和 (b), 当 Imla) < 0 时令 m = maxfw | (U, W) € T}; 
Im(a) > ORS m = min{y| (1, py) E€ T). XS lo = max{l | (1, wo) € 
T) . 定义 下 标 集 W = {Clos wo}. FEY n E€ M 充分 大 而 且 (1. 6. 17) 成 立 
时 有 wn = ce。 Piston FO. 


人 #1# Liouville 数 的 代数 无 关 性 
设 (1. 6. 5) 式 成 立 ,而 且 Im(a) < 0, 那么 当 n € .充分 大 时 
| liora n+1 | | aie n+l] | | A | ard =| bi, eae | | En aset 


>| GAIE n+1 | | En ges ED | 7A ey 
1 n+1 
2 > | apasi [lS | ， 


而 且 对 (1, y) E€ 工 ,有 
| Misia n+] heat se c2) | Al, n+l Res aa 
因此 当 (1, py) E T\W 时 可 得 


| Ve n+l | 


”0 (n>%,nE€ wv). 
| Tos | i 


又 若 (1. 6.17) 式 成 立 , 则 由 (1. 6. 16) 式 得 到 


eT 240, 


+1 


>0 (nro, ne). 


| ME a t n+1 | 


由 上 两 式 并 注意 (1. 6. 13) 式 可 知 在 条 件 (1.6.17) 下 ,对 (1, wW E T\W 有 
| Piven | SOC], (9 A E (1. 6. 20) 

而 由 (1. 6. 12) 式 易 得 
| Pirman V E 0 on D Cn en EH), 9 1.620) 

若 (1.6.6) 式 成 立 , 而 且 Im(a) > 0, th T% Wy Hh ie TE ll E RE SR 
(1. 6.20) £126.21). 

SFE (Cc), RTT SCE BE PAE DA M = (n | n>n. 
lo = maxi] | Cl, EE Ti we W* = (los @) | Cys Ee TT) UR 
W = {u| (lo, py) E W*). Fo, = Dew? in ws nH (ey lu © W)} 

HEW 
是 任意 给 定 的 非 零 复数 的 数组 . 
由 (1. 6. 13) ,(1. 6. 14) 式 得 


| Wn | = (n + 1)% | a0, nt+1 DT £ bo, n+1 Deep D 
EW EW 


+ Oe Wy) |, (16:22) 
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右边 的 双重 号 当 lo 偶 时 取 +, lo 奇 时 取 - .不 失 一 般 性 , 设 1 偶 . 注 意 当 
n © NM IRB n > no WY ao, nti 及 bo, ni 均 不 为 零 , 当 (1.6.7) RHWH 
+1 WA 


| ao, nt+1 Sis cect 中 bo, n+1 Der an ed 


EW 


bo n+1 
>| ao, n+1 | ( | wa ae + py R |- 1 antares 
EW EW 


40, n+1 


EMT 


EW 


当 (1. 6.7) 式 右边 为 -1 时 ,有 


| ao, n+l paz a eo wet. eee ely 


EW 


Ï+ bo, n+1 


=| ao, nai | (| de, re Se e 
"EW 


由 引 理 I ,存在 无 穷 集 NM E M 使 得 


hear bk 
40, n+1 2 5 ) 
| ao, sel DC + By. ast See D | 
rEW EW 
> Cio | do, n1 | (n E€ M). (1. 6. 23) 
又 由 引 理 5 可知 当 n © No 时 
| 40, n+1 = exp(— C11 Dy+ log(A n41 M+1)). (1. 6. 24) 


由 (1. 6. 22), (1. 6. 23) K A. 6. 24) 式 得 知 当 lo 为 偶数 ,n E N 充分 大 时 ， 
wo, 基 0. 并 且 从 (1. 6.14), (1.6.23) 式 得 到 当 (1, wW EC T\W*, 


| TE, ies n+l | = (nt 1)! | ao, -hs + bo, Se oa | 


< 

1 
| Don hh | C10 | 20, nti | (Cn +1)‘ 
EW 


Paa +1) h 一 0 (n>, n€ No). 
C10 


从 (1. 6. 24) 式 得 到 


e7 240n+1 j 
0 (n o n EN) 
| ao, nea | 


FRU 6 IIRI we TNW"; 
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| Pin |= OC On D (一 cy n E€ MM); 


URE CG E W*, 
| Fp we [= OC) wy |) Cn == n n E WN). 
综 上 所 证 可 知 在 每 种 情形 下 定理 5 的 条 件 (i) (ii) 均 成 立 . 现 在 来 验证 
该 定理 的 条 件 (iii). 
S P E Ziz, l WD € T)] 是 任意 给 定 的 非 零 多 项 式 , A (P) <u. 
记 
Pra ha OE T E= Daas | | 2 pisos 
J) C, p) 


FH, agy € Z, (I) = Cit, Da, WET 是 某 些 非 负 整 向 量 , 定 义 多 项 式 


Pn (ao » fo» 88 Era Bas z) 


n 


š n = ai : 
= (2M,,)4°P) zm d(P) Na i aie ay, ZK a ee a hea 
(J) 0 k=0 


Cl, pp) k= 


>) p; Cao» o> "es Qn’ 8, yz, 
i 


其 中 ,gs © Zl xo» Yoo ts Xns Yas Zlo pi © DL Xo» Yost Xn: Vn lo 
见 pn 关于 z 的 次 数 


deg, (Yn) < ci, nlog u, 
还 易 证 
log | pj ao» Bos **s Gn» Bn) |S ciz (log u)log(nA,M,). 

于 是 多 项 式 

Vn (Cz) = | [ey Cao. By ts Ono Bry 2) EC Zz], 
其 中 , o 是 Qla, Bos vs Ons Br) BIC 中 的 嵌入 .注意 

deg(V,) < D, deg, (¢,) < cy, nD, log us 

log H(W,,) < cy3D, og u)(n + log A, + log Mn), 

应 用 e* 的 超越 性 度量 exp(- cud? (d + log H)) 可 得 


log | 7, Ce) |>- cis (log u)3a,. 


1.7? a5 RE 


因为 
log | Wn Cas”, KOR iie aP B? ; eit) | 
< cı (log u)log(nA,M,). 
所 以 由 上 两 式 得 到 当 n € No 充分 大 
log | PC; gn Cl»  € TY) |B- 2c Cog ui sno 
亦 即 当 n € No 充分 大 
Oi | Bp nCl, w) E T)) <2eys(log u) cns (1. 6. 25) 
由 (1. 6.12) 式 , 当 n € No 充分 大 


So | lee (1. 6. 26) 


ad, pew 
定义 cig = max{cg (ua) | 1 << m* },3¢HLA = [max(cie，, 2c15 Clog u)*) | 
+ 2, Wi (1.6.17) 式 被 满足 , 且 由 (1.6.25), (1.6. 26) 式 知 当 n > ny Cu), 
n E€ No 时 
Sl ay E A CD e 8). 


U, WEW’ 


于 是 定理 5 的 条 件 (iii) 成 立 , 从 而 定理 得 证 . 


1.7 补充 与 评注 


1 第 1.1 节 内 容 取 自 [140], 其 中 一 些 结果 可 以 扩充 .例如 ( 见 L141])， 
对 于 0OEA, 1091>1, 下 列 数 集 都 是 代数 无 关 的 ( 亦 即 其 中 任意 有 限 多 个 数 
都 是 代数 无 关 的 ) : 


(a) 5S = (2》)0-%x AEN) ,其 中 (an)8-1 是 正 整 数列 ,anyansl 一 0 


人 


œ 


(b) K = Pee oga] 


k=1 
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人 
k=1 


其 他 的 例子 还 可 参见 [140j. 

2 第 1.2 节 内 容 取 自 [133]. 这 个 研究 起 源 于 D. Mordoukhay — 
Boltovskoy 的 工作 [6 . 这 里 所 用 的 方法 在 经 典 代数 无 关 性 理论 中 是 基本 
的 ,关于 它 的 进一步 的 阐述 可 见 [128]. 

3 第 1.3 节 给 出 的 代数 无 关 性 判别 法 则 是 代数 无 关 性 理论 中 的 到 近 方 
法 的 重要 工具 , 它 最 早 始 于 M. Schmidt 的 论文 L2 ,他 给 出 n 个 实数 代数 
无 关 的 一 个 充分 条 件 , 当 n = 1 时 就 是 通常 Liouville 超 越 性 充分 条 件 .其 后 
出 现 它 的 多 种 推广 和 改进 形式 ,它们 都 是 我 们 的 定理 4( 或 定理 5) 的 推论 ， 
对 此 可 参见 文献 [143,144,151] 等 . 

关于 这 个 法 则 的 不 同类 型 的 应 用 ,除了 正文 所 给 出 的 ,还 可 见 [156 一 
159 |. 

4 阶 函 数 是 K. Mahlers 首先 引进 的 .其 后 ,A. Durand[33] 对 它 作 了 
深入 研究 ,还 可 见 Yu. V. Nesterenko 的 论文 [66] , 

5 第 1.4 节 研究 了 代数 系数 缺 项 级 数 的 值 的 代数 无 关 性 ,这 里 主要 给 
出 L151J 中 的 结果 .K. Mahler 首先 研究 了 一 般 形式 的 缺 项 级 数 在 代数 数 上 
值 的 超越 性 ( 见 [59]) ,其 中 所 有 系数 是 有 理 整数 ,并 且 lim (øn /An+1) = 0. 
他 得 到 级 数 在 代数 数 上 值 是 超越 数 的 充 要 条 件 .P，L.、 Cijsouw 和 
R. Tijdeman!?81 对 于 特殊 形式 的 缺 项 级 数 >， pxz“ 人 研究 了 同样 的 问题 ,其 
中 假设 所 有 系数 px 是 代数 数 但 不 必 属 于 同一 个 数 域 .他 们 首次 给 出 了 关于 
系数 的 整体 性 条 件 , 即 limd Cen + logan +logmn)/ent1 = 0, 其 中 dn = 
LQC bos s bn): Q], an = max(bo, +, Pr), my = den(bo, =, bn). 
其 后 , 文 L17] 和 [142] 独立 地 将 这 个 超越 性 结果 扩充 为 代数 无 关 性 结果 .最 
后 ,L145j 将 此 结果 推广 到 一 般 形 式 的 缺 项 级 数 ,其 中 级 数 系数 不 必 属 于 同 
一 个 数 域 , 而 级 数 在 其 上 取 值 的 代数 数 有 不 同 的 绝对 值 . 另 外 ,该 文 还 考虑 
了 某 些 互相 关联 的 一 般 形式 的 缺 项 级 数 . 

fi BAF J. H. Evertse[s5 的 S -单位 方程 定理 ,K，Nishiokat8] 在 系数 


的 整体 性 条 件 下 给 出 pxkz“e 在 代数 数 上 值 代数 无 关 的 一 些 等 价 性 条 件 ， 
在 此 这 些 代数 数 的 绝对 值 不 必 互 异 ,但 级 数 的 系数 属于 同一 个 数 域 . 本 书 定 


附录 1 Nishioka 不 等 式 


HE 6 在 类 似 的 条 件 下 考虑 了 一 般 形 式 的 缺 项 级 数 , 给 出 明确 的 代数 无 关 性 
结果 .一 个 值得 考虑 的 问题 是 : 将 上 述 Nishioka 等 价 性 条 件 扩充 到 一 般 形 
式 的 缺 项 级 数 . 

6 第 1.5 节 内 容 取 自 文 L152]. 有 关 结 果 还 可 见 [19,149] 等 .我 们 也 可 
考虑 Mahler 级 数 及 其 推广 在 某 些 超越 数 上 值 的 代数 无 关 性 . 

定理 8 的 证 明 涉 及 连 分 数 .关于 超越 连 分 数 的 代数 无 关 性 问题 ,可 见 
[148,151]. 

7 第 1.6 节 是 按 [153] 和 [154] 改写 , 它 本 质 上 是 处 理 一 般 的 代数 系数 
震级 数 的 值 的 代数 无 关 性 .对 于 在 代数 数 上 值 的 情形 还 可 见 [86]; 而 在 超越 
数 上 值 的 情形 , 比 本 书 定 理 10 更 一 般 的 结果 可 在 [157] 中 找到 

8 引 理 5(Nishioka 不 等 式 ) 及 引 理 8CTurin 不 等 式 ) 是 在 有 关 证 明 中 
给 出 下 界 估 计 的 重要 工具 .Nishioka 不 等 式 要 求 y; Mai, ”属于 一 个 数 域 ， 
决定 了 相应 需 级 数 的 系数 也 必须 属于 同一 数 域 , 并 且 一 般 地 不 能 采用 第 
1.3 节 注 2 中 的 变 体 . 

9 我 们 还 可 考虑 有 关 结 果 的 p-adic 类 似 , 目 前 已 有 的 结果 可 见 [86]. 

10° 本 章 所 论 都 是 定性 结果 ,相应 的 定量 结果 (代数 无 关 性 度量 ) 至 今 
很 少 .文献 L27] 兽 对 一 个 特殊 的 缺 项 级 数 建立 超越 性 度量 . 

11° 我 们 可 以 类 似 于 定理 4 建立 数 域 上 的 线性 无 关 性 判别 法 则 ,对 此 可 
$LL150,154 ]4% (L150 | & Masser 猜想 的 一 个 证 明 ). 
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引 理 6 设 WC NN 是 一 个 无 穷 集 ,7X1,…, Ys 是 数 域 区 中 的 非 零 元 ,并 
H. Yi/Yj(iz# 门 不 是 单位 根 .如 果 数 组 (al,n,，…, ds, n) © KX (n EN) W 
足下 列 条 件 : 

G) ay, n 了 0 对 任何 n E N; 

Gi) h(ai,n) = o(n) (n= œ, n E€ N) (Ci = 1, =, s), 
其 中 , h(a) 表示 a E 开 的 绝对 对 数 高 ,那么 对 于 任何 固定 的 0, 0 二 0 到 1， 
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X n E W 充 分 大 时 
lai alt Pot we ny | C0 | (1) 
在 证 明 前 先 略 述 一 些 有 关 知 识 . 设 Sg Æ 区 上 的 位 ( 即 K 上 乘法 赋值 的 
等 价 类 ) 的 集合 .上 的 位 v 称 为 有 限 位 ,车 它 仅 含有 非 阿 基 米 德 赋值 ;不 然 
称 为 无 限 位 .Q@ 仅 有 一 个 无 限 位 % (通常 的 绝对 值 ), 且 对 应 每 个 素数 p 有 一 
个 有 限 位 ( 即 p-adic 赋值 ). 对 于 v € Sk, 用 v | p 表示 区 中 的 赋值 v 限制 
于 Q@ 时 属于 p E Sq. 特别 ,v E Sk 是 无 限 位 , 当 且 仅 当 v | o .区 中 仅 有 有 限 
多 个 无 限 位 ,用 S$。 表示 由 它们 组 成 的 集合 .对 每 个 v E Sx ,我 们 选取 赋值 
| = | v 使 得 


[K,:Q, | 
Lelie Sele fey 


对 所 有 a € Q, 


其 中 , v| p (Cp 可 以 为 %),K, AQ, 分别 是 区 在 v 及 Q@ 在 p 的 完备 化 .于 
是 有 乘积 公式 


[[ lel. =1, 对 所 有 a€ K, a#0. 


FA Pn CK) 表示 KE m REZE, i X = (x9 2 xy tt Xm) E 
Pi, (CK) EN 


Ay(X) = HCX) = [ [Cmax | x; | ,). 
ves, <i<m 
由 乘积 公式 知 上 式 右 边 是 唯一 确定 的 .还 对 a E KS 


hy(a) = h(a) = HAr [maa lel] ,). 
ves, 


通常 将 数 OOM ECO) 称 为 X 的 绝对 高 .可 以 证 明 ( 见 ,例如 ,[131]) 


1 ^ 1 
= 一 一 一 log h(a) = ——log M(a), 
K: Q] og h(a FTE og a 


其 中 , d Ca) 和 M Ca) 是 代数 数 x 的 次 数 和 Mahler 度 量 , 因 此 wx 的 绝对 对 数 高 


h(a) = log h(a). 


ae 
LK : Q] 
我 们 有 下 列 “ 基 本 不 等 式 ”: 对 a € K, a0, 


附录 1 Nishioka 不 等 式 
-log h(a) < Dllog || «|| , < log h(a), (2) 
ves 


其 中 ,S 是 任何 一 个 由 区 上 茶 些 位 组 成 的 集合 . 
记 [K:Q] = 4d, 我 们 还 有 下 列 基 本 性 质 .: 


G) h(a) = 1, 当 且 仅 当 a 是 单位 根 或 a = 0; 


Gi) h(a) = hat), hle) = ham € Z); 
Cii) ACay + + am) < m’ hla) hlan), 
hla an) < Ala hlan). 
Kw S 是 区 上 某 些 位 组 成 的 有 限 集 , 并 且 5 二 S$。.c, 4d 是 常数 ,c 之 0， 
d>0. RX EP, RRK, d, S) -人 允许 点 ,如 果 可 以 选取 它 的 齐 次 坐 
BR Xos +s Xm 使 得 


(i) 所 有 xj 是 5 -整数 , 亦 即 | xp, <1 O<j<m4vE€S; 


《下 


其 中 ， cy BGK cys …) 是 (与 元 无 关 的 ) 正常 数 . 
我 们 证 明 中 要 用 到 下 列 的 


Evertse 定理 [35」 jiġ c, d 是 常数 ,c 之 0,0 过 4d 一 1,m 是 一 个 正 整 
数 , 则 仅 存 在 有 限 多 个 (c，d ,3$) -允许 点 轧 = (xo: xy :i… :xm) E Pm CR) 
满足 
Kg. t Ap a SS Py = 0, 
但 对 (0, 1, =, m} 的 任何 非 空 子 集 {io, iis +. ip} d< m) 


Xi + Koi aeie SiE Xi #0; 


引 理 6 之 证 ”我 们 可 以 认为 V- 1 € 慌 ( 不 然 将 V= 工 添加 到 KHIR K 
的 扩 域 ) ,并 且 | .12 = Il | v ,其 中 ,vo 是 区 上 某 个 无 限 位 , 取 定 S$S 是 KK 上 
位 的 有 限 集合 , 它 包 含 5S。 及 集合 {v | ve Sx, Irl (i= 1,.， 
s). F# 


TU Vell Sly le (3) 


ves 


对 s 用 归纳 法 . 当 s = 1 时 , 取 e 满 足 0 二 二 log90-1. 由 引 理 中 的 条 件 


ol 
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(让 ), 当 n €E W 充 分 大 
log h(ai. n) en. 
由 基本 不 等 式 ( 其 中 取 5S = {vo})), 当 n E .NW 充分 大 
| ai, n [Deen > erg = gn, 


因此 命题 成 立 . 
BY; 的 个 数 二 s 时 命题 成 立 ,我 们 要 证 其 个 数 为 s 时 命题 也 成 立 . 
首先 注意 ,只 需 在 Qi,n? aS ws i < Ss) 为 代数 整数 的 假设 下 证 明 命 


i BS bed, = deny ns "r ay, ge D = dently, =, Y;). AWA 


代数 数 a 的 极 小 多 项 式 首 项 系数 为 wo, 则 ao = Tmax, al,) < 
vés. 
h(a), CI [131], p.79), 从 而 den(a) < h(a). FÆ d, < hlai a) 


hlas, n) ,而 由 条 件 (i) M logd, = oln) (n> ©, n E WNW). 对 于 给 定 的 
0, 0<0<1, W 0 WE 1> >00 K è = log(670) .那么 当 半 GE 水 充 
分 大 时 有 


log d, < on. (4) 
如 果 在 “代数 整数 ”假定 下 命题 成 立 , 则 有 
Cdnan a DAI +84 Cd nas, nr CD ELD 


(其 中 , n © W 充 分 大 ), 于 是 由 (4) 知 (1) 成 立 . 
PCH dines GASIS s) 为 代数 整数 .注意 车 a 为 代数 整数 , 则 
lel, S1C v € Sa) RIE aj, no VASI 都 是 5 -整数 . 


现 令 H, = Hay, ny ese i An Ys = Las (| ai, alt | We 


l as, nys ly). ÆW S; = {v [ve E alls Sana Nos 


(1 Ki SX: 那么 当 ve S; 时 
max( | all, n | v | Yı | v3 ere | as, n | v | Ys | i) 
Nar an lh = ma | a Se eee Ul Me es 


于 是 应 用 (2) 式 可 得 
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H, ep |l ali, n lee Ti | as, n | v 
ves, 


ves, 


< [maxi yi 4s see | Yl 


ves, 
Ste ee ee pee ee se eee oe eee (5) 
又 因为 


HOY 2 yr S ACK eya = HA? YTD = kOe", 


所 以 得 到 

Hy > horn" (TL Atena (6) 

因为 yz/7i 不 是 单位 根 , 所 以 h(Y2/71) 之 1, 于 是 
H,>> (n>e,n€W). (7) 

现在 证 明 当 n € 水 充分 大 时 

Giants Fo + By, a, FO: (8) 

RDA , AE LEICA FEM, CON, EH n © M IY 
Alant Fo ay gk SG, (9) 


由 归纳 假设 ,上 式 左边 任何 部 分 和 的 绝对 值 均 有 正 的 下 界 , 即 不 为 零 . 由 
Evertse 定理 及 (7) 式 ,存在 无 穷 多 个 互 蜡 点 (41, nyi e : ay, nY) RE 
A, 1/2, S) -允许 点 ,从 而 我 们 得 到 无 穷 子 集 M COM, E n © M 时 


a TT: | aj, ma | v == Hai, Ae aes as, A de = Hs 


vES i=l 


但 由 (3) 式 得 
[eG ie et ole I ea 
ves i=1 i=} ves $=1 ves 

a TT TI ss 


i=1 ves 


rt hai, Dr 
i=1 


54 


第 1 章 Liouville 数 的 代数 无 关 性 
所 以 
[I Êta: 2) > HY?. (10) 
由 (6),(10) 式 得 到 
à A 3/2 A 

(Lie) Share, 
或 者 

Je A A 

Slog hlar n) > log hlYz/ Y1). 
由 引 理 条 件 (ii) 我 们 得 到 


log A(Y2/71) <0, 
这 不 可 能 ,因而 (8) 式 成 立 . 


现在 设 (1) 式 不 成 立 ,于 是 存在 0 ,0 二 4 <1, fn E Ng ON (Ng HW 
无 穷 集 ) 


latari mE tesar OLI a: al 
i Ox = 0; ave SS hg av, NS nE Ng 充分 大 
Bi gk See Pe err Oo i: (12) 
由 (8) 式 及 ô, ee dt 注意 
当 v ¢ Sa Hf, || ôn | ,< max || a;, nV; ly M1 TL n 也 是 代数 整数 . 
oe 6S B= eS ee), 
我 们 取 2 满足 
0<e<min(1, log0;7/log h(¥2/7)). (13) 
由 Evertse 定理 ,存在 无 穷 集 . TMEK n © METR, (a, aN oe 
asini 2 Oy) RECA, 1- 0, S) PER i 


(TT TL a a TT Nd es ee a 
veS i=l 


ves 


因为 由 (3) 式 知 


附录 1 Nishioka 不 等 式 


55 


LE E ly =[] Taney TTT, 


veS i=l ves 


Sl (likes ols se Aca as 
i=l ves resi 


URGE T = S\{vo}) 由 (11) 式 


[leas = Kanta [Les 
ves 


BET 


有 
veT 1<i<s 


l<i<s 


<A" | yi 1" + ca Tl maxi ain ly +L] maxi y? Il, 
veT !<ixs 


a e207" | Yı |2n II h(aj;, D ° ] | max | Ys | 
i=1 MED FES 


H max || y7 = -II max WF I| » (max Lee yd? 


l<i<s ES 1<i< 


= EPC Sd Ye) Cmax | Ye |, 


于 是 由 (14) 式 得 到 当 n € M 充分 大 
3 A 2 
eyQ "| |" (maw! yr Da UL] hag, 5) 
Stes E 
Co e: YA > HL’. (15) 
最 后 ,由 (5) 和 (15) 式 得 知 当 n © M 充分 大 
A 3-e Qn A 四 
elll tana] th Shy ete. 
i=1 
应 用 引 理 条 件 (ii) 推出 


2log 0 S- PH(Y, 2: Y,) = Plog hp priy, 
这 与 (13) 式 矛盾 .于 是 引 理 得 证 . 
附注 与 引 理 6 类 似 但 稍 复杂 的 一 个 结果 可 见 文献 [92] 中 的 引 理 2， 
且 其 证 明 也 与 引 理 6 的 证 法 类 似 . 


第 2 章 Nesterenko 方法 的 代数 基础 


超越 性 和 代数 无 关 性 证 明 中 ,辅助 函数 的 零点 个 数 的 上 界 估 计 ( 通 常 称 
为 “零点 估计 ”或 “ 重 数 估计 ”) 以 及 Gelfond 超越 性 判别 法 则 及 其 推广 ( 即 数 
的 代数 无 关 性 判别 法 则 ) 起 着 关键 性 的 作用 .在 经 典 理论 中 ,前 者 一 般 借助 
于 解析 方法 ,例如 Tijdemann 关于 指数 多 项 式 的 零点 估计 ( 见 ( 超 越 数 引 论 》 
第 四 董 定理 2) ,后 者 本 质 上 也 是 解析 地 完成 的 ,但 其 中 多 项 式 的 结 式 起 了 
重要 作用 .1929 年 C.L. Siegelt1161 曾 经 指出 ,对 于 某 些 线性 微分 方程 的 解 ， 
其 零点 估计 可 以 借助 代数 方法 给 出 .1977 年 ,Yu. V. Nesterenko[65'68] 首先 
应 用 交换 代数 技术 和 一 般 消 元 法 理论 (Chow( 周 炜 良 ) 形 式 和 w 结 式 ) 给 出 
线性 微分 方程 的 解 的 多 项 式 的 零点 个 数 的 上 界 , 并 且 应 用 于 超越 性 问题 . 其 
后 ,他 的 方法 被 人 们 (包括 他 本 人 ) 不 断 发 展 和 推广 ,促进 了 超越 数论 的 发 
展 , 特 别 ,成 为 代数 无 关 性 理论 的 基本 的 现代 方法 .本 章 将 给 出 这 个 方法 的 
代数 基础 ,也 是 后 面 几 章 的 必要 准备 . 

我 们 将 首先 给 出 一 些 工具 性 的 预备 知识 和 基本 定义 .然后 依照 
Nesterenko, 对 于 一 个 齐 次 纯粹 理想 T 己 Z[xo,… ,xmj, 定义 数 deg I, 
hh(7) ,它们 类 似 于 多 项 式 P E ZH [xo,…， Xm] 的 次 数 deg P 和 对 数 高 
ACP) BRR @ = Cw, s wm) E C™* 定义 |1(w)|, 它 也 与 1P(w)| 类 
似 .这 些 数 的 定义 恰 是 基于 理想 了 的 Chow 形式 或 u 结 式 的 一 般 消 元 理论 
的 概念 .对 于 主 理想 了 = (P) CZ[Lxo，…, Xm], 可 以 通过 生成 多 项 式 P 
的 性 质 给 出 |1(w)| 的 下 界 估 计 , 及 其 他 的 关系 式 , 它 们 对 于 我 们 后 文 将 要 
考虑 的 各 种 超越 数论 问题 提供 重要 的 技术 性 工具 . 

对 于 文中 涉及 的 交换 代数 和 代数 几何 的 基本 概念 和 结果 ,可 以 参见 , 例 


2.1 Chow 形式 与 理想 的 特征 量 


如 ,[113,138] 等 . 


2.1 Chow 形式 与 理想 的 特征 量 


本 章 中 恒 设 区 是 一 个 特征 为 零 的 域 . 
1° 域 上 的 绝对 值 


KK 上 的 绝对 值 是 一 个 映射 | .|: K> R, 满足 条 件 : 

(a) 对 任何 a E€ K, | a | 宇 0, 并且 |a|= 0 当 且 仅 当 a = 0; 

Cb) 对 任何 a, BE K, | aB|=|a|| Bl; 

Co) 对 任何 a, BE K, |at+Bl|<lal+/Bl, mM 

Ce) | e+ Pl maxt| «|. TIY. 
满足 (a) ，(Cb) ，(c) 时 称 为 阿 基 米 德 绝 对 值 ,满足 Ca) ，(b)，(c') 时 称 为 非 阿 
基 米 德 绝对 值 . 

设 如 是 一 个 集合 ,使 对 于 每 个 vE€ .存在 开 上 的 一 个 绝对 值 | ， | , , 满 
足下 列 条 件 : 

1) 对 所 有 a E 区 (区 中 所 有 非 零 元 的 集合 ) ,集合 {v | | a |, #1) 是 有 
限 的 ; 

2) fai lal, = 1 (对 任意 a € K*) (乘积 公式 )， 

3) Mo = {v| lo], 是 阿 基 米 德 绝对 值 ) 是 有 限 集 , 记 v = | Mo | CMa P 
元 素 个 数 ); 

4) 对 每 个 vE Mos laly, =|alceC ac Q), FI. le RCE 
通常 的 绝对 值 . 

注 1 在 上 面 的 定义 中 不 假定 XA 的 不 同 元 素 对 应 不 同 的 绝对 值 ,因此 
在 乘积 公式 中 要 计 及 阿 基 米 德 绝对 值 的 重 数 . 

在 后 面 几 章 中 将 考虑 区 的 两 种 情况 . 
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例 1 (函数 情形 ) 设 区 = C(z). 取 N= CU{%}), 并 对 每 个 a = p/q 
(其 中 , p, q € Ciz], p, q4 互 素 ), 令 
eg SE be eh gai 当 We om; 
i exp(ord,g —ord,p) 当 vEC. 
(ordyx = ordz- px Æx E CLz], x#0, 在 v 的 阶 ), 它 们 都 是 非 阿 基 米 德 绝 
对 值 ,并 且 Mo = Ø. 
例 2 ( 数 情形 ) 设 KK 二 Q@ 是 有 限 域 扩张 ,其 次 数 v= [K:Q@].ZkxK 中 
全 体 ( 代 数 ) 整 数 的 集合 , 即 IK 的 整数 环 ) 中 全 体 非 平凡 素 理想 叶 及 区 到 CC 
PWS AKA o, +, o, 形成 集合 M Mo = {0,, °°, 0,). 对 于 每 个 素 理 
想 第 CCZk 令 
| a ln = N(R "4 Ca € K), 
的 范 数 . 对 于 区 到 C RRRA oS 
l@le=| Ca) eta eR 
当 O15 02 KZ BSE He , | la = lelo. 
注 2 关于 例 1 和 例 2 WEWER L, Adn, C123], 484+ B $76 和 
§ 80 ,或 [139 | 第 四 章 . 


2 多 项 式 的 对 数 高 


设 多 项 式 
E= Sapete e RET ye Tal Co Ty 
Ci) 
其 中 , Ci) = Ci, s, im) 是 非 负 整 矢 . ac) E K. 对 每 个 vE M, 定义 P 
(对 于 v) 的 高 
|P|,= max | Bey la 
我 们 还 将 
ACPI = Slog | P|, (P20) 
ved 


称 为 多 项 式 P 的 对 数 高 . 易 见 h(P) > 0, 并 且 由 乘积 公式 可 知 对 任何 


2.1 Chow 形式 与 理想 的 特征 量 


A€ K* @ 
h(aP) = hCP). CRETA, 

还 要 注意 ,上 述 定义 中 只 有 有 限 多 个 加 项 不 为 零 . 

例 3 设 P E Cizl Tys Being TNs AAR açi) €E Ciz] CCZ. 1.19 
DEKWA 1 可 知 对 于 多 项 式 (2.1.1) 有 

hCP) = log max | ey le = deg P: 

4 设 区 二 Q 如 例 2. 若 PE KK[7TJ, HARA ay E 区 . 那么 由 例 

2 可 知 
h(P) =- log Na) + >} log max | Cac) |c， 


其 中 ,a 是 多 项 式 已 的 系数 生成 的 分 式 理想 ,N(Ca) 是 其 范 数 ( 见 , 例 如 
[51] ,第 三 章 8$ 1) .特别 , 若 PE ZX), 且 其 系数 互 素 ( 即 其 最 大 公约 数 
为 1), 则 

h(P) = vlog H(P), 


其 中 , 瓦 (P) 是 通常 的 高 ,> =| Mo |= (1K: Q]. 
引 理 1 设 Pistes P, ERKLTI，…， Tals P= Py Py: 
1) Al + |) 是 非 阿 基 米 德 绝对 值 , 则 


| = | Py yore kes lea 
2) Hl + |, 是 阿 基 米 德 绝对 值 ( 记 为 |。，|), 则 
[Pls] Py le | Py | €m + Tye’, (2.1.3) 
| Pi | + | Ps |<] P | exp(>)degr P), Ce 
HF degr P RIP RFT; 的 次 数 . 
证 1) 只 对 s = 2 证 明 (s 之 2 可 用 归纳 法 ). 先 考虑 单 变量 多 项 式 
FET) = at Fo + igs 
g(T) = bT? + ++ + bo. 


设 三 的 系数 av 满足 | ay ly >l ai |, (对 所 有 让 ,并 设 r 是 具有 这 种 性 质 的 
最 大 下 标 , 类 似 地 对 8 定义 系数 b, .那么 
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ao f = ag fa, JT? vo, TE Fae + A 
bp-if = (b/d, )T* +e TE tom + Do 
于 是 它们 的 系数 的 绝对 值 均 <1. 且 | a;/a, |< 1Gi>r). 考虑 乘积 
Carbs) fg = careT de t + CrasT + oe + Gy, 


HA Cree = Lae, HP, ely <i A 


| | | 4 i> OW Sis 
Cs v 
Te Epes Hew: 
因此 
| (a,b,) fg |, =1 
BN fie le Sl ath le = 1 Py | ele 
再 考虑 多 变 元 多 项 式 . 设 f, g € KOT), > Tm], 其 次 数 之 和 二 4d. 
Fp T: Yee, YE N 
FATS BRR G s im G o> im LR, iat igd t tipda] 
站 十 jd +… 二 jmd"m-1, 所 以 f 与 有 相同 的 非 零 系数 ,因而 
fe(Y) = f(Y) gY) 


与 fg 共有 相同 的 非 零 系 数 ,从 而 归结 为 单 变量 情形 ,于 是 结论 得 证 . 
2) BA | Prle | Py | CL Ty bo ae Te BP oP 的 强 函 数 
( 强 函 数 的 概念 见 《超越 数 引 论 ) 第 三 章 引 理 1) ,因而 


LP | ee] Py | | Bs | Cl + + 1i 
=| Pi |- | Ps | (1 + mie, 


W degr P = di, W | P| A + Ty) 4:1 + Ty 4m 是 P1…P, 的 强 函 数 ， 
因而 


| Pa lee Py Ra P| AL + 1 FL 


=| P| exp( > degr P). 
i=1 


2.1 Chow 形式 与 理想 的 特征 量 
于 是 引 理 得 证 . 
引 理 2 Pr o> P, € KLTi,*, Tals P= Pr Pea Ml 


ACP) < ACP }) +--+ + ACP,) + vlog(m+1)+degP. (2.1.5) 


h(P,) +++ + ACP.) < ACP) +>) degre P. (2.1.8) 
i=l í 


特别 o £r = ©, Jl 
h(P) = hP) +++ + ACP,). 

证 注意 v=| Mo |, 所 以 引 理 2 可 由 引 理 1 直接 推出 . 

注 3 如 果 PL. ee, Py 是 齐 次 多 项 式 ,那么 (2.1.3),(2.1.5) 式 中 的 m 应 
换 成 m — 1, 相应 地 在 (2.1.4),(2.1.6) 式 中 也 应 变动 .更 一 般 地 ,从 上 面 证 明 可 
以 看 出 , 若 诸多 项 式 P; 关于 变量 中 的 某 一 组 是 齐 次 的 ,那么 (2.1.3),(2.1.5) 式 
中 m 可 以 减 小 ,而 (2.1.4),(2.1.6) 式 中 某 个 加 项 deg7 已 亦 可 省 略 . 


3° 理想 的 相伴 形式 (Chow 形式 ) 


i KLUX | K St X = (Xps "> Xm) 的 多 项 式 环 ,r 是 一 个 整数 ， 
l<r<myu,jdA<i<cr,0<jx<m BKLXIERMAANEE, 
U; =(ujo> Sys) Uimd Gl Set Ses 作 线 性 型 


L,;(X) = >) bx; i= Ly 5.7). 


KEX, Se Wa Os eel) SH RCX ls ee | 
中 由 线性 型 Ly. +, L, 及 理想 了 中 的 元 素 所 生成 的 理想 . 设 GE KLU] = 
Kujo: > Urm 是 具有 下 列 性 质 的 多 项 式 : 存在 某 个 整数 M 使 

GP EL Byes LO RTX CE 0 Ty, med. 
将 所 有 具有 这 种 性 质 的 多 项 式 G 所 生成 的 理想 记 作 T= T(r) CKLU 1, & 
为 工 的 元 消 元 理想 . 
注 4 用 XX 表示 变量 xzo，…， Xm Æ KLX, Uj] 中 生成 的 理想 , 记 
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P= Fy =U GI Lys. bp): Ce RES, 
ABA 
C= TOKUN 


Pies i we L 


现在 回顾 交换 代数 中 的 几 个 定义 . 

对 于 区 LXj 中 的 一 个 ( 真 ) 素 理想 B, 如果 存 在 严格 包含 的 素 理 想 
Pos es V, 的 链 

B= PPDP, = ©, 
并 且 不 存在 更 长 的 这 种 链 , 则 称 素 理想 R 有 高 ( 秩 , 或 余 维 数 ) r, 记 为 
h* (OD =r. 对 于 区 [Xj] 中 的 任意 理想 a, 定 义 它 的 高 ( 秩 , 或 余 维 数 ) 为 
h* (a) = min{h* (B) | BDa HABA). 

PRA et WM k* @) <= k* Ca’. 

WR t KL x0. +, xmj 在 区 上 的 超越 次 数 ,定义 素 理想 BAR 

dim P = 1 — h* (W) 
Al Xo» ts Xm 在 K 上 代数 无 关 , 故 
dim 8 = m +1- h* (P). 

对 于 任意 理想 a, 则 定义 dim a 为 a 的 孤立 (或 极 小 ) 素 理想 ( 即 含有 a 的 素 理 
想 集合 中 的 极 小 元 ) 的 维 数 的 最 大 值 . 齐 次 理想 的 维 数理 解 为 它 的 投影 维 数 . 

若 9 是 区 [LX] 中 的 准 素 理 想 , 它 的 根 Vq = BEW), WEK q 是 B -E 
素 的 ,并 且 将 满足 L CC 9 的 最 小 正 整 数 n 称 为 q 的 指数 . 

I KLX] = 区 [xo,…,，xmj 中 的 理想 了 称 为 纯粹 的 ,如 果 它 的 所 有 准 
素 分 量具 有 相同 的 维 数 ( 或 高 ) ,这 个 维 数 (或 高 ) 等 于 理想 了 的 维 数 (或 高 ). 
素 理 想 是 纯粹 理想 .对 于 齐 次 纯粹 理想 T 有 dimT = m — h* D). 

命题 1 设 1 是 环 区 [Xj] 的 齐 次 纯粹 理想 , r = dim +151./ = 
五 站 和 生 门 去 是 不 可 缩短 的 准 素 分 解 ,并 且 记 刚 ) = V ,kj 是 准 素 理想 万 
的 指数 CG = 了 IBAT (Cr) & Klu, sea u, | PAY E, FH E 


2.1 Chow 形式 与 理想 的 特征 量 


Bid = FPNa<j<s), WEHR F = F eee PEs 是 理想 T(r) 的 生成 元 . 
证 因 区 是 域 ,所 以 本 章 附 录 2 命题 4 中 理想 (a) = (1), 因而 分 量 
Ts41，*…， 了 不 存在 ,从 而 得 本 命题 . 
生成 元 F PRT 的 相伴 形式 或 Chow 形式 (Cayley-Chow 形式 ). 


4 理想 的 特征 量 


eT EM 区 K[] 中 的 齐 次 纯粹 理想 ,FF 是 它 的 相伴 形式 ,由 定义 可 知 ， 
多 项 式 F 中 的 变量 组 ui ,…, u, 是 对 称 的 ,特别 ,形式 下 关于 这 些 变量 组 
中 每 组 的 次 数 是 相等 的 ,这 个 次 数 ( 例 如 按 变量 组  ) 称 为 理想 了 工 的 次 数 ， 
记 作 deg I. 

我 们 还 将 多 项 式 下 的 对 数 高 称 为 理想 工 的 对 数 高 , 记 作 h). TE 
hI) = hF). 注意 ,由 (2.1.2) 式 可 知 , 如 果 下 乘 以 一 个 域 中 的 非 零 常 
数 , 这 个 对 数 高 的 值 是 不 变 的 . 

设 1.|=|.|,，v E M, 是 域 区 上 某 个 固定 的 绝对 值 ,KK, 是 开关 于 
|e | 的 完备 化 ,用 和 表示 K, WRK | + | (扩充 到 区 , ) 的 完备 化 . 
本 章 中 将 始终 考虑 如 此 确定 的 绝对 值 |， | 及 域 和 X. 对 于 每 个 点 @ = 


(wy ， eat Om) ae dae 4 


|@|=|@ |, = max |; |, = max |, |. 
0<j<m 0<jx<m 


对 于 区 [Xj 中 的 齐 次 纯粹 理想 了 及 非 零点 @ EX ,如 果 r = 1+ 
dim I, [(r) = (F), WARE 
EE Ca Ds E PR 
是 了 个 反对 称 矩 阵 ,其 元 素 除 了 反对 称 关 系 


(i) (+) 
San + Sur = 9 


外 不 满足 环 KK[X， ui,，…，u,j 上 的 任何 代数 关系 式 . 若 多 项 式 E = 
ECui,… ,UU;) € KK[ui,…, u,], 我们 用 Xxx(E) 表 示 在 E PHRES? o 
a Situ; (i = 1, …，r) 所 得 到 的 系数 在 CP AE ESS A <p, i = 
，…，7) 的 多 项 式 ( 此 处 @, u; 理解 为 列 矢 ), 即 


HEY = ERS Os oo, SOY EKES US pad = Ty ey: 
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我 们 定义 理想 IE @) 的 绝对 值 
te) =| FRY Ft [ae] Pee, (2.1.7) 
显然 ,这 个 定义 与 理想 了 的 生成 元 FF 的 选取 无 关 ( 即 (2.1.7) 式 中 下 换 成 
AF, AC K*，, 其 值 不 变 ). 男 外 ,因为 是 变量 uij 的 次 数 为 r deg I 的 齐 次 
多 项 式 , 所 以 
Co Sl TY Gears, 

选取 适当 的 4, 可 以 认为 | @ | = 1, mlo | 保持 不 变 .11(w) | 在 今后 起 着 
多 项 式 在 @ 上 的 值 的 作用 . 

deg I，h( 了 及 |1(®)| 称 为 理想 了 的 特征 量 . 

命题 2 设 I 是 环 K[Xj] 中 的 齐 次 纯粹 理想 , dim I 宇 0, I= 
五 门生 站 大 是 它 的 某 个 准 素 分 解 , P = VT; ky 是 准 素 理想 万 的 指数 . 
设 ocx” a+, W 


1) > kjdeg%; = deg I; 
jel 

2) >) Kjh Pi) S hC) + m2 deg I © = | Me |); 
j=l 


3) + isles | Bj (@) |< log | Iæ) |+ mdeg I. 

另外 ,如 果 Mo = 多, 那么 2) 中 等 式 成 立 ; 若 |， | 是 非 阿 基 米 德 绝对 
值 , 则 3) 中 等 式 成 立 , 且 右边 不 出 现 加 项 m3deg I. 

证 Br=1+dim/, Br) = (Fj)(j = 1,…, s). 由 命题 1 知 F= 
FY FS: 生成 理想 T(r) ,因此 得 到 结论 1), 且 由 引 理 2 得 到 结论 2). 

现 证 3). 因 在 该 不 等 式 中 用 Xw(X EX * 代替 © 后 不 等 式 不 变 , 故 不 
失 一 般 性 可 设 | @ | = 1. 先 考 虑 MAS A + | 是 阿 基 米 德 绝对 值 的 情形 . 
由 于 下 是 齐 次 多 项 式 , 关 于 每 组 变量 uj (1 Si <r) 的 次 数 为 deg 1 ,所 以 
由 (2.1.3) 式 得 


Dd} kjlog | F; |> log | F |- m?deg 1. (2.1.8) 
jet 
MA WAU AWER PA <i OKA m) 的 总 数 为 


rm(m +1)/2, HERR x CF REEL EE si) Ci 固定 ) 是 次 数 为 deg I 
的 齐 次 多 项 式 , 所 以 由 (2.1.4) 式 得 
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mm +1) _ 


DS) kjlog | CF) |< log | 2¢(F) | + m( ; 
j=l 


1 )deg 7. 
(2.1.9) 
由 《2.1.5),(2.1.7),(2.1.9) 式 ,并 注意 |m@1= 1, 以 及 log | Yow) | = 
log | x (Fj) |- log | Fi |Q<j<s), 得 到 
>) k;log | $ Co) bree Sk lop LCF) |= log | F; |) 
= fat 
< log | #(F) |+ medeg I - log | F | 
= log | I(w) |+ mĉdeg I. 


对 于 其 他 情形 可 类 似 地 证 明 . 
5 主 理想 的 特征 量 与 其 生成 元 间 的 关系 


对 于 @ EEX” ， 四 关 0, 以 及 齐 次 多 项 式 PE KIX], 定义 


EP ae | EG) ||) Pt | eo [eer 


称 为 PE @) 的 规范 化 绝对 值 . 若 已 = DS) acy xjovexim, A | P| = 


lam |, BAAR || Pile =| 2 a /a |. HA ig +++ + im = degP 
的 非 负 整数 解 组 不 超过 (deg P)” 个 ,所 以 得 到 
IP ilo <1 〈 当 | .| 是非 阿 基 米 德 绝对 值 ) ; 
以 及 
| Plo Kerde? (4 | + | 是 阿 基 米 德 绝对 值 ). 


命题 3 KI = (P) 是 环 K[X] 中 由 齐 次 多 项 式 P 生成 的 主 理想 ， 
ae xK™!, wz0, 则 
deg I = deg P, (2.1.10) 


h(I) < h(P) + vm? deg P (v =| My |), es OS 
log | [(@) |< log || P || o + 2m?deg P. Crist) 


男 外 ,如 果 Me = 名 ,那么 (2.1.11) 式 变 为 等 式 h(1) = ACP); #| © | 是非 
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阿 基 米 德 绝 对 值 , 则 (2.1.12) 式 右边 的 2m2deg P 不 出 现 . 

+5 了 是 齐 次 纯粹 理想 ( 见 ,[138], 第 二 卷 ,p.197). 

为 证 明 这 个 命题 ,需要 一 些 辅助 结果 . 

我 们 用 A; 表示 在 矩阵 Cu A <icm,0ck cm) PEMA j Fl 
所 得 m 阶 和 矩阵 的 行列 式 与 (-1)) 的 乘积 . 特别 , A; € Ku, +, um | 
人 

引 理 3 主 理想 TI(m) 由 多 项 式 

PS PQs Apis s+Ay) 


生成 . 
证 ”固定 j, 考 虑 变量 Xo, es Xm 的 非 齐 次 线性 方程 组 
X= Mm FOF mm hE Sy se Ds 
注意 方程 组 的 系数 行列 式 是 A; K Cramer 法 则 ,对 每 个 下 标 k 有 
EEA = RE t A hy tom Ambs (a: L-13) 


其 中 , Al,…， Am EAR Rou. s Un 中 的 多 项 式 . 将 (2.1.13) 式 写成 环 
K[X, Uys s Um J 中 的 同 余 式 
XA; EA mod Ly, +, Ly). 
设 多 项 式 P 的 次 数 为 n ,那么 
AijPCxzo， aiy Bag) = PUR AG Fs AmA 


== P(xjAo, es | x pA? 


= yF mod Li» te Lyd). 
由 此 可 知 
“oF E CPs Ly > TEY Lia XC KEX, 人 id Gj = 0, “sy Hs 


亦 即 F ETC(m). 

现在 设 E 是 理想 TC(m) 中 的 任意 多 项 式 ,那么 对 于 每 个 j= 0,…,，m 
可 以 在 环 KEX, ur, s um PREIL Dj, Cys +s Cm 及 某 个 自然 
数 M 使 得 


Exe = DE Ci fay beet Cab ps Catt) 


在 (2.1.14) 式 中 用 多 项 式 A 代替 变量 xj(j = 0, …，m). 因为 
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DS WA = 0 Ci = 15 5 mm), 
k=0 


所 以 由 (2.1.14) 式 得 知 EAH = DPA +. Am) = DjF, 于 是 多 项 式 F 
整除 EAS. 

设 F; 是 多 项 式 F 的 任 一 个 不 可 约 因 子 ,我们 可 以 找到 下 标 * ,使 Aj* 
与 F 中 的 某 个 变量 无 关 . 易 见 对 任何 j ,多 项 式 A; 的 系数 为 二 1. 因 此 由 


M 
EA; 


(其 中 ,Fi,…, F, 是 F 的 不 可 约 因子 ) 推 出 Fh|E, 从 而 在 环 Klu, -, 
Uml” FERE, E EF). 

综合 上 述 两 个 方面 即 知 CF) = m). 

命题 3 之 证 “等 式 (2.1.10) 可 由 引 理 3 直接 得 到 .现在 来 证 (2.1.11) 
式 . 因 Aj € Kluis +, Um], 故 多 项 式 忆 = P(Ao,…, Am) 的 系数 了 都 是 
多 项 式 P 的 系数 的 整 系数 线性 组 合 , 亦 即 


=D; F*: ve PRA e oe 


p= SV ao) boy; C201. 1) 


其 中 ,ab 是 多 项 式 已 的 系数 , pp 是 某 些 整数 .因此 对 任何 非 阿 基 米 德 绝 
对 值 v 有 
LE Ie Fl, (ve we. (2.1.16) 
对 于 阿 基 米 德 绝对 值 v ,由 于 多 项 式 Aj; 的 系数 为 土 1, 且 它 含 有 m1! 个 加 项 ， 
因此 
bay Vy SS Cornett 


又 因为 (2.1.15) 式 中 加 项 的 个 数 不 超 过 


deg P+ m 
| 5 |< (deg P + 1)™ < emde?, 
m 


因此 由 (2.1.15) 式 得 到 
| F|, <IPl,(ml)iePemdeer <| p | em dap (y € Me). 
ees Oe 
SOG =1, =, m) 是 在 定义 (2.1.7) 式 时 所 引进 的 反对 称 和 矩阵 . 对 
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于 每 个 多 项 式 E € 区 [ui,，…, Uml, 用 3(E) 表 示 在 E 中 用 矢量 Sx 代 
fu; 1<i<m) (x Mu; 理解 为 列 和 撩 ) 所 得 到 的 变量 为 人 = (xo, s 
E A) 及 Chie Oem A= Ts sien T) 的 系数 在 区 中 的 多 项 式 , 亦 即 


Au 
DED = BOSS 2. 3, 8 xe Kl gis 1's Hew ye 
CAs gs i = hy ss, m]. 
注意 , 当 x 取 作 w 时 , E) = (E) r = m). 由 恒等式 (2.1.13) 
推出 
区 《站 = xj (Ap): (yas) 
由 此 知 xe | 2CAk). W CAR) /x~ = Ak E K[X, sy], 则 
IA) = xjAn» OAI = xA; CHj Zk) 
由 此 及 (2.1.18) 式 得 
XjXkAk = XkXjAj, 
于 是 Ar = Aj) 我 们 将 此 多 项 式 记 为 A ,由 引 理 3 的 证 明 可 知 A 作 
为 X,sx 的 多 项 式 , 其 系数 是 若干 个 上 1 之 和 . 因此 得 到 多 项 式 A E 
ZEX: E 1E 


DA) = xjA Cj = 0,1, 5 m). (2:1719) 
特别 ,推出 下 列 对 于 变量 x) si 的 恒等式 
OCF) = POA)» 5 WA )) 
=A PAoa Ri) = Ry Dy P Otay So Re de. (2.1520) 
其 中 , n = deg P. 特别 取 和 矩阵 SO A< i 之 m) 的 元 素 为 
1 MA Se A y= i 
i, Saal BASH ise = 3-1, (2.1.21) 
0 ”其 他 情形 ， 


So = (i = 1, "+, m) 


2.1 Chow 形式 与 理想 的 特征 量 


(空白 处 为 零 ) ,在 此 sx = (0, swg Oa Xis = Xi-13 OF ea 095 (其 中 第 
i 一 1 个 坐标 为 x; ,Tr 表示 转 置 ) ,于 是 


Ws, i-1) = Kis 
V4 = hy 5 


OX wii? = 0 CAA T ia 


因 为 
X2 SAET 0 
(Ao) = X3 = %3 9 
0 
Xm Xm-1 
所 以 由 (2.1.19) 式 得 知 多 项 式 
A= 0k, = (= Daye: 2.1.22) 


Hy (2.1.20 Ria] OCF) = A" PC x05 s Xm)» 将 (2.1,21);(2.1.22) 式 代 
入 ,此 时 下 中 有 些 项 在 ?2(CF) 中 变 为 零 , 因 此 比较 所 得 恒等式 两 边 xos ，…， 
Xm 的 短 积 的 系数 可 知 多 项 式 P 的 每 个 系数 与 多 项 式 F 的 系数 集合 中 的 某 
个 成 员 至 多 相差 一 个 符号 ,因而 对 任何 绝对 值 v ,总 有 
PARRA (2. 1:239) 
特别 ,由 (2.1.16) 式 得 
LF ho =P ly Ce E ae (2.1.24) 


由 (2.1.17) 和 (2.1.24) 式 推出 


BOI) = k= Slog | Fly a A les Fly + Slee] Fls 


ved vE AN M vE A 


< 2 log | .Pls 二 >} log | P|, + >} m? deg P 
ved, vem, 


ve MVM 


= ACP) + vm* deg P; 


车 Me = 好 , 则 证 明 中 不 需 用 (2.1.17) 式 而 得 到 AC) = ACP). 
最 后 证 (2.1.12) 式 .可 设 |m@1= 1. 在 (2.1.20) 式 中 令 xj = wj O< 
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j <m). 注意 由 (2.1.19) 式 知 A = NAD x9? (如 果 wo = 0, 那么 存在 wj 4 
0, 而 应 用 A = 3CAj)xj )，, 可 得 


PCF) = wy” HCAo) "Pl, s wm) = AC@)"P(@). (2.1.25) 
因 SSO Fi BOM PR AEE BODE Sh A 表示 为 


A= A= Sam (Og a (2.1.26) 


其 中 , aww (X) E ZX], 并 且 求 和 展 布 在 所 有 适合 A <u Ak < 
m) 的 下 标 组 A) = (1，…， Am) AC) = Caps os im) 上 .现在 对 每 对 这 
样 的 下 标 组 (XA) 和 (Cp) 来 估计 | awg (@) | 的 上 界 .对 于 固定 的 (1) 和 (wm) ， 
AOS Chae 4 < m) 的 元 素 取 下 列 值 : 
J A= Ay, BM = His 
sol Se eee aa 
0 ”其 他 情形 ， 


亦 即 (A;) 


Cu) 


(空白 处 为 零 ). 于 是 由 (2.1.26) 式 得 知 A = ACX) = aww (X), 并且 (将 
o 理解 为 列 矢 ) Se = (Os, 9.6 05 Wn, ， 0, =., 0, — wi, » Oy. =, 0)5 (其 中 
BBA; 个 坐标 为 wy ,第 pi 个 坐标 为 - mw, FE 


On; Mj = 4;， 


XUi) = -ww Aj = pis (2.1.27) 


仍 由 (2.1.19) 式 知 ACK) = 9CAo)xo1 ,在 其 中 令 xj = wj (O<Sj<m) (我 
们 可 设 wo #0; 不然 可 取 ACX) = 9CAo)xj ,而 wj £0) 得 到 


2.2 多 项 式 与 素 理想 的 Chow 形式 的 u HX 71 


aw (@) = ACM) = wy) MA) = wy Ag (rr, 2 Cui)» e). 


(2:51.28) 

如 果 lel=lely, v E Me, BARK A 展开 后 项 数 为 2”, 且 |o@o|=1, 故 
由 (2.1.27),(2.1.28) 式 得 知 

| aag (@) (=o. (2.1.29) 


又 因为 (2.1. 26) 式 中 加 项 个 数 , 亦 即 SSP ees 的 个 数 不 超 过 (mm + 
Ci Ipe EDA Cm 所 以 由 (2.1.26),(2.1.29) 式 得 


| Ate) |< 2" Cm Cm + 19/2)”; 
以 及 由 (2.1.25) 式 推出 
| 2(F) | =| P(@) || Aco) |" <| P(@) | (m(m+4+1))™ 
<| P(@) | exp(2m?7n). 
最 后 ,由 (2.1.23) 式 并 注意 | o |= 1, 可 得 
log | T(o) | = log | æ (F) |- log | F | 

< Clog | P(@) |+ 2m?deg P) — log | P | 
= log || P || o + 2m2deg P. 


MF v € M\Mo 可 以 类 似 地 证 明 . 于 是 (2.1.12) 式 得 证 . 


2.2 多 项 式 与 素 理想 的 Chow 形式 的 u 结 式 


借助 两 个 单 变 量 多 项 式 P, Q 的 (通常 ) 结 式 Res(P，0QO) 可 以 建立 
Gelfond 超越 性 判别 法 则 ,并 由 此 证 明 一 系列 超越 性 结果 .但 在 多 变量 情 
JÉ ,采用 相同 的 推理 进行 逐次 消 元 ,一般 只 能 得 到 “对 数 数量 级 ”的 超越 次 数 
下 界 佑 计 . Nesterenko 方法 成 功 地 应 用 了 一 般 消 元 法 (u 结 式 ) ,显著 地 改 
进 了 这 些 结果 .本 节 将 给 出 u 结 式 的 概念 和 基本 性 质 ,特别 是 基本 的 数论 


72 


第 2 章 Nesterenko 方法 的 代数 基础 


性 质 . 
我 们 记 Kp = Kui, 5 up) = KOtio, 5 Upm) 为 将 线性 型 
Bas PRES Ly 的 系数 添加 到 K 上 所 得 的 域 , 并 令 Ko = K. 


引 理 4 EPCRA] 是 齐 次 素 理 想 , r= dimB+1, xo ¢ V. 还 设 
EELO HLT FÆR FÆ Bh Chow 形式 ) IA 
1) 存在 有 限 正 规 扩 域 A DK, 使 得 


F=a 


8 
(uo tay? ur to ta,m), (2.2.1) 


j=l 


其 中 , g= degg >l, a € Klus = u,-1], a ECR; 
2) BAN LatPro aP) © Pm RA) 是 理想 第 的 一 般 零点 ; 
E 2 = Ke, -, oe), I 4 Ky] = 9, BE A 
APA Ky EWRA as +, og Pa? 三 机) G = 1, gs 
i= = mis 


ANNT LS it. eh 
Eats aUe Lauer) TELD) = Wio a >a Pun =O Cj = T; Ws, g). 
i=l 
C2302) 


证 若 = 1 (il dim 第 = 0), SHAM = Bs Hr 2, HAMM E 
理想 第 (r — 1) ER K, LX] 中 的 扩充 .由 (本 章 ) 附 录 2 引 理 3 和 引 理 8 可 知 IM 
Ze KLX, UU 中 的 素 理 想 , 并 且 dim M = 0, 因此 M Æ K,- 的 代数 闭 包 上 的 投 
影 空 间 中 的 零点 簇 由 有 限 多 个 点 组 成 . 设 届 :oa : … : am) 是 其 中 一 点 .我 们 令 

L 二 Ky mn AS Cop By Re my Bi m mA, 
BAA 是 2LX PWT WKB. H = up +aun + + amum E 
2 ap). BA 


xt = apy, t D> wy tae) aax E (Ay Ty) Go = 0, 1, 5 mds 
j=0 


2.2 多 项 式 与 素 理想 的 Chow 形式 的 u BX 


其 中 , 取 a = 1, POEL H E AA) EZ [u,j. 由 附录 2 命题 2 
4 (1) 是 主 理想 ,并 且 因 为 互 是 不 可 约 多 项 式 , 所 以 瑟 是 4(1) 的 生成 元 . 
由 于 


OE CR ta ee bee CO here Oa Be Si dy 
ae 得 知 FEA4GD)C LLu,], AWER 2 Lu, PEAR F RH 整除 . 
R ER Z 的 有 限 次 正规 扩张 ,m，…，, og ELBA PRERA AB 
ns 和 Ka) = g So? = oe = 1... me = Los Be E 
中 ,a =a, ES Hj = upt ugt ta Pum. 因为 FE K,-1Lu, 1; 
且 诸 多 项 式 H) RRA K- LM. MAER A Cu, FERR 已 被 
a= Im 整除 .但 E, FE K,ilu,]C Alu,], A F#K,iLu,] 中 不 
可 约 , 因 此 F = aE, 其 中 a€ 区 ,-1. 最 后 ,因为 a 是 多 项 式 F 中 uu? 的 系数 ， 
所 以 a € Kluis s u,-1]. 于 是 引 理 的 1) 和 3) 得 证 . 
HIL Ue ste) eH DBS Ce? ee GS 
lo, g) 都 是 理想 M 的 零点 ,因而 (2.2.2) 式 成 立 , 于 是 引 理 的 4) 得 证 . 
现在 证 明 引 理 的 2). BOM, Ho Asa? serra?) G = l, e g) 
都 是 理想 加 的 零点 .例如 ,我 们 证 明 点 (1 : a : … ol?) 是 器 的 一 般 零 
点 . 设 齐 次 多 项 式 PE KLXj 满足 等 式 


E yoo e (2:20.33 
由 环 A Lu, ] 的 唯一 因子 分 解 性 质 可 知 M 的 所 有 在 区 ,-1 的 代数 闭 包 中 的 
ZB | 恰好 就 是 点 (L: a” mee aD SC; =i an g), 它们 在 域 K,-1 EHHE. 


因为 MERMA, h Hilbert 零点 定理 ,从 (2.2.3) 式 可 知 P EM. 于 是 存 
在 多 项 式 D € Klu, +, u,-1] 使 PD E€ 第 (r -1). 因为 第 是 素 理想 , 且 
r—-1<dim@+1, 所 以 由 附录 2 引 理 3 及 引 理 5 知 条 (r -1) 是 素 理想 ,并 
E-D N Klun >. ta] = (0), 因而 D 第 (r = 1). FE 
PE B(r -1). 由 此 可 知 存在 自然 数 Mi 使 得 


Px = CB; as ao | bei 


但 因为 Px) € KCX], 所 以 Px ER, 而 xo EB, KAMP CB, FRA 
仑 2) 得 证 . 引 理 证 完 . 
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74 
对 于 变量 xo, X10 ts Xm 的 齐 次 多 项 式 Q E KLX], 我们 定义 表达 式 


CS ato TT 04, a, +, aD)», (2.2.4) 
其 中 ,deg O 是 多 项 式 0 的 (人 全) 次数, 我们 将 证 明 G € Klu, …, u,_1] 


( 见 引 理 5) , 它 称 为 多 项 式 O 与 素 理想 BAY Chow ext F Hu 结 式 .有 了 时 
也 记 为 Res( 下 ，O). 


结 式 的 基本 性 质 


引 理 5 (2.2.4) 式 中 的 表达 式 G 有 下 列 性 质 : 

1)G €E KLu s Upi; 

2) 对 于 域 Kui, s u,-_1) 的 非 阿 基 米 德 绝对 值 | | 
| G |S] F |182 | Q jiet, 


oCV €E M\ Me) Æ Klu, taac. l;i) 上 的 延 


特别 , 它 对 于 K EHHE |- 
拓也 成 立 ; 

3) E r>2, m 

deg, CE deg Pede O (j =1,°+, r= 1): 

IE ER o 是 绝对 值 | * (BL = Ray eM) E 

的 扩充 ,e 为 分 歧 指 数 .对 于 多 项 式 
P= Dy en Wr ae ai) Cy 

定义 P 的 绝对 值 为 max | ad) ly» 从 而 将 绝对 值 | 。| ,扩张 到 环 Z Cu, ] 
上 .由 (2.2.1) 式 得 


8 m A 
EAEE E T | a Puy by =) aaa TT max 1 of | ee 
j=l i=0 0<i<m 
(2.2.5) 
HES a? = 1. 记 
Q = S) bao xk ee x Kem € KLX], 
Ck) 


其 中 ， (Ck) = (ko, kyst; km), ko + kı Pernt Ey = deg Q( = d), W) 


2.2 多 项 式 与 素 理 想 的 Chow HAW u ER 
| Od, a, bauer } aD ) Bs < max | bea Ko eaP Em ý 

< max | boo |» max | a ie 

=| Q |, max | geja (2.2.6) 
ew ee eee ee ee 

| Q 1, = a $T] | ea, sv ol) |, 
d j d 
<I a 15 1 @ 1$ JẸ max | of? 1$ 
S ONEENS CO 


AA FE R iurs “dil QE KIXI KL > a2, CX], 
PUI Fl, =| F|, Ql, =|Ql*. RANG ZEK- 上 的 任何 
自 同 构 的 作用 下 不 变 ,所 以 G € K,-1, | G |, =| G1*. 因此 由 (2.2.7) 式 
得 到 
[1G || (Cd = deg Q). (2.2.8) 

于 是 2) 得 证 . 

习 知 , 域 3 的 元 素 x 是 王 的 子 环 R 上 的 整 元 , 当 且 仅 当 对 于 的 每 个 
在 R 的 元 素 上 取 值 均 小 于 1 的 绝对 ||, 也 有 | x |, <1. ( 见 [9], 第 六 章 ， 

3, 命 题 6). (2.2.8) sR] MCR I = K,- R = Klus …, u,-1]) & 
ie G Æ K[u, +, uy-1] 上 的 整 元 ,但 及 [ui,…, u,-1] ££ K,- 中 整 
闭 , 所 以 G © KLu, +, u,1], 于 是 结论 1) 得 证 . 

最 后 ,为 证 结论 3) ,我 们 取 K [Cuis +, u,_1] 的 绝对 值 | P| = eg? 
Gales, t= Dee PS Klay, 5 ep), AMF | CO) = 1, Bh 
可 由 (2.2.8) 式 得 到 所 要 的 不 等 式 . 引 理 证 完 

下 面 给 出 当 阿 基 米 德 绝 对 值 时 与 引 理 5 的 2) 相 对 应 的 不 等 式 . 

引 理 6 设 呆 CKLXj] 是 齐 次 素 理 想 , r= dimB+1>S1, xo ¢ $, 
F xe P W Chow 形式 , OE 区 [X] 是 齐 次 多 项 式 .还 设 G = Res(F, Q) # 
F5Q Wu 结 式 , 如 果 |。| 是 域 区 上 的 阿 基 米 德 绝对 值 ,那么 


| G |<] F | degG | Q | deg Pem (r+1)degB-degQ . 


- 
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为 证 明 这 个 结论 ,需要 下 列 辅助 结 

引 理 7 Ky 是 一 个 包含 域 民 的 代数 闭 域 , B = R [u +. uy), 
ay ey oO] Col? HELMED TR Wij yi = l rL; 
j =0,1, ++, m) 满足 aluj) #0 Ca 的 定义 见 引 理 4) .那么 存在 同 态 

PR Blat] => Kos 
EE KEES, A rus) = uij. 

证 由 (2.2.1) 式 可 知 所 有 元 素 ac? 1 <i<cm,1<j<g) 是 环 
KLui, | 上 的 代数 整 元 ,于 是 环 Bla 1]#EK Klu, seex U pjo 
a) 上 是 整 的 .定义 环 区 [ui,…, u1; a] 上 的 同 态 T, Etats K 中 元 
素 不 变 ,并 且 Cuj) = uij, Tr(a 1) = alu). 注意 , 习 知 : 车 R 和 R' 是 
两 个 环 , R'D R 且 在 R 上 整 ,而 f ER 到 代数 闭 域 马 的 同 态 , 则 f 可 扩充 
为 R' 到 的 同 态 ( 见 [9j], 第 五 章 , 8$ 2, 定理 1 的 推论 4), 因 此 可 将 ti FH Bl 
环 B[La ] 上 : 

引 理 8 设 PECLzi,…,zs], H(P) 是 它 的 (通常 的 ) 高 , 即 其 系数 绝 
对 值 的 最 大 值 , 则 

H(P)< max_ | ys g 
证 X s 用 数学 归纳 法 . 当 s= 1 时 , 记 
PES Jaiz’, a, € C 
那么 易 见 
1 1/2 
HCP) = masla a (Y | a; P)” = (| permo itar) 
k i 0 
< max | PZ. 
即 当 s = 1 时 结论 成 立 . 设 s > 1, AER < s -工时 结论 成 立 . 记 
Pzp esz) 了 ezis, fo EC. 


(i) 


其 中 , (i) = Gi, +, is). BHE RRA 


2.2 多 项 式 与 素 理想 的 Chow 形式 的 u 结 式 


人 FAR S Ze) = Didi ale iz: fi E Chazy]. 


Cj) miki a 


且 诸 广 六 的 系数 合 在 一 起 就 是 PCzl,，…，zs ) 的 全 部 系数 . 依 归纳 假设 , 当 
zl 保持 固定 时 


max | fo z1) | < _ max I Sf (ard zit + | 
: ee cee 


se pie aise ALS (六 


= max | gy Be) le 
1 


jz, ISI, 00, Jz ls 
2 s 


a Z] 变动 ， wE Ha) < max | fop (21) |. 于 是 


max H( fj) < max max | fo (z1) |= max max | fe Cand | 
D [<1 
< max | 
lz El Z, <1 


因 max Hf) = HCP), 故 结论 对 变量 个 数 为 s 时 也 成 立 .于 是 引 理 
得 证 . 

引 理 6 之 证 不 失 一 般 性 ,可 认为 KCC, 和 且 |，| 是 通常 C 上 的 绝 
对 值 . 

Br = 1. Ehta EC. 将 (1.1.4) 式 用 于 此 处 的 (2.2.1) 式 得 到 


bat I eee ee] ere (2.2.9) 


其 中 , a! = (1, ef), aD), | aP |= maxi, ay? | ee, | aP Ip 
因为 
| Gea? > |<) Ol Cm FIEL | g a88, 


所 以 由 (2.2.4),(2.2.9) 式 得 到 
Go| RIKA, I | a? | )des Q | O [dee BC m + 1)deg B-degQ 
<| F | degQ | O | deg B 2m deg B-degQ | 


于 是 引 理 当 + = 1 时 成 立 . 
现 设 r 宇 2. 设 uij€E Cli =1,-",r-1; jf = 1,…, deg V) 是 任意 
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满足 

alg tir || wy ltd (2, 2.10) 
的 数 ,并 设 * 是 引 理 7 中 定义 的 同 态 . 记 BP? = ree) EC, BY = 1, 
hg ty PP = 1, ey BY 

8 P ry 

ela) |] Cue + BD ua 二 BO) 
= (F) = Fugs =s u-i Uys 

HER, uj = Cujos uns ts Utm) li = 1,0, r= 1). AE 125M 1 H 
不 等 式 (2.2.4) 得 


8 
| cca) | [| | B® |<] F | Cm + 1) Dee BemdesB, (2.2.11) 


j=l 
Hp, | AS | = maxes | Be |. os | BY >. Bee 
| OB) |<| Q| Cm + 1482 | PUD |dego , 


所 以 由 (2.2.4),(2.2.11) 式 得 到 


CG) | < (re) | JI | B® |) | Q [88% cm + 1de Baesa 
<| F |%82 | Q [dee Bem (r+ deg BdegQ _ 
因为 立方 体 | uij | <1 ARS ABE SE ERE. 2.10) RH Ca, ) 的 
极限 ,所 以 由 连续 性 得 
max | Glu) |<| F [982 | Q [se Bem(rt+Ddeg B-dega | 


<= 
lu I< 


C22 AZ) 


最 后 ,根据 引 理 8， 


| G |< max | Gl(uij) 各 


uil<1 


所 以 由 (2.2.12) 式 知 引 理 对 7 > 2 也 成 立 . 引 理 证 完 . 
3 u 结 式 的 对 数 高 的 估计 


引 理 9 KG = Res(F, Q) 是 素 理 想 亲 CK[Xj] 的 Chow 形式 下 与 


2.3 理想 的 零点 
齐 次 多 项 式 OQ E K[X] WH u BX, xo EB. 则 G 的 对 数 高 
hCG) < h(Pdeg Q + h(Q)deg P+rm(r + 1)deg $- deg Q, 


Hr, r = 14+ dim B; v =| Me |. 
证 由 引 理 5 的 2) 及 引 理 6 可 得 


h(G) = Pllog| G|,< >) (deg O+ log | F |, + deg B+ log | Q |,) 
ved 


ved 


+ Š m(r +1)deg B+ deg Q 


ved 


= h(B)deg Q + h(Q)deg ‘B+ vm(r + 1)deg $- deg Q. 


引 理 于 是 得 证 . 


2.3 理想 的 零点 


本 节 主 要 研究 素 理想 的 特殊 零点 的 构造 ,点 与 零点 簇 的 距离 ,以 及 u 
结 式 的 某 些 进一步 的 性 质 . 


1 两 点 间 的 (投影 ) 距 离 


对 于 两 个 非 零 点 8 = (o, es Om) EXT R Y= (Po, s Ym) E 
K (入 的 定义 见 第 2.1 节 ) ,定义 它们 间 的 (投影 ) 距 离 为 
|| p-— w|| = ( max | hy iy? DLP | wel, 
其 中 , |.|=|.|。w,w E MERTE K ERDHE, | 2 |= 
max(| oo |，…，| pm D. 显然 有 


1 当 |.| 是 非 阿 基 米 德 绝对 值 ， 
|e-vi< a, 
2 当 | .| 是 阿 基 米 德 绝对 值 . 


引 理 10 设 V 和 WW 是 环 区 [XX] 中 4 次 齐 次 多 项 式 ,那么 对 于 任何 两 个 
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非 零点 @ A (ap ， ane Wm) eam 和 6 = (& » aes.) So EA TR 有 不 等 式 
| Vi@) WE) — VCS) Wo) | 


< |o- é || y ii W || @l|? | |ia + 1)2m+1, 


FEHI + | 是 非 阿 基 米 德 绝对 值 时 上 式 右 边 的 因子 Cd + 1n 不 出 现 . 
证 设 


k k 
V = verges Ww 一 = WO 
天 l 


其 中 , 求 和 分 别 展 布 在 k = Cko, =s km)» L= Cos s Im) 上 ,并 且 
ko 十 … t+ ky» = lo ate 288 ae 全 =d. 我 们 有 


VY(o) 了 机 (5) - VEW) = >) >)ykmwiCOk6! — ékol), 
天 1 


se wee oko seek. Bk l 固定 .因为 ko +… 二 km =d, k; >0, 所 
以 存在 下 标 为 ,，…, Ags OSA; S mG = 1, …，d) 使 得 w* 可 以 改写 为 
oa ou o, 的 形式 ;类 似 地 ,存在 下 标 pn os Ha OS py SMU = lee 
d) 使 如 改写 为 6 Gu, … 人 的 形式 .相应 地 可 改写 eo! ALS. oP 
‘ 
ot! Stot = TI contu) = [Gay 
i 


S 


k=1 


j 


<j<k 


| | wr Ep 。 | | Er On, = | | wa Èp, 。 | | Er wp ) 
= ze j kr 
k<j<d 1<j<k k<j<d 
d 


= >t [os TT a a u — Bey, 2- 
1<j<k k<j<d 


因此 , 当 |。 | 是 阿 基 米 德 绝对 值 时 ， 
| orél— kø! | d | ao |* ||] w— $$. 
| Vi@) WCE) — VS) Wo) | 


2 
d 
<| a IVIL Wil dl|@|4| 6 |4i)o-s]. 
m 


由 此 易 推 出 所 要 的 不 等 式 .对 于 非 阿 基 米 德 绝对 值 可 类 似 地 证 明 . 


2.3 理想 的 零点 
推论 1 设 V 是 环 区 [X] 中 的 齐 次 多 项 式 ,点 o, EX” 非 零 ,并 
目 区 Css 0. ES 


le 


并 且 当 |。| 是 非 阿 基 米 德 绝对 值 时 ,上 式 右边 的 因子 eczm+ldegY 不 出 现 . 
证 记 占 = (hq. > Em). 将 引 理 10 应 用 于 多 项 式 V(X) 及 W(X) = 
x4d ,其 中 , d = deg V, 下 标 k 的 选取 适合 | 《|1=| 6 |. 注意 V(6) = 0, 
由 引 理 10 得 
| vroi |< lo- | ll | ie 


由 此 及 V 中 。 的 定义 即 得 要 证 的 结果 . 
推论 2 设 弟 是 环 区 [Xj 中 的 齐 次 素 理想 , dmB>S0,ecx™", 
那么 
| Bo) |< pe5m de®, 
其 中 ,P= min || @- P || , iii min W A BEAL BE X” AAR ELE 
点 ,并且 当 | .| 是 非 阿 基 米 德 绝对 值 时 上 式 右边 的 因子 esm des 不 出 现 . 
证 “我们 采用 在 命题 3 的 证 明 中 所 使 用 的 映射 3. 设 BOP) = CF), 即 
F(U) ÆREN PHI Chow 形式 .还 设 CCX) € Kixote Xm j」 是 多 项 式 
9(F) 的 任意 系数 .由 附录 2 引 理 1, 并 注意 sy A< u i=l, s m) 是 无 
关 变 元 ,可 知 C(X) 在 理想 吊 的 零点 上 的 值 为 零 , 因 此 COX) € g. 因为 
io tip +++ + im = g (此 处 g = deg, F = deg P) 的 非 负 整 数 解 的 组 数 为 


二 
i “| ,所 以 ges 加 的 定义 知 多 项 式 F 的 项 数 不 超 过 
m 


m+ gy) 
Ce a 
m 


又 因为 对 每 个 i, SHO; at Os U jj > Oy. wes 0)7 (ct fern GB) m+ 1 AE 
矢量 ,所 以 Vu) 产生 的 项 数 不 超过 m + 1. ER r< m, 可 得 


LEISTE | Ga + 198 Ce 1 = | FI 2m deg $ 
还 有 
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deg C(X) < rg = rdeg™. 
将 推论 1 应 用 于 多 项 式 CCX) CEA $ SE HAR SB 的 零点 ) 得 到 
| C | es = pem+1) m deg $, 
于 是 对 于 5CF) 的 任何 系数 有 
Lecto) fe ey Clo [ee 


Pe(2mt Dm deg B | F | e2m deg B | w | degC 


IN 


<P | F || œ [Toe Be5m deet, 
由 OCF) 5 x (F) 的 关系 可 知 
| (F) |< P| F || œ |718 Be5m deg B 
由 此 最 终 得 到 
| Pæ) | =| 2¢CF)"|| F |7} | w [77de < pesm dee ® 


非 阿 基 米 德 绝对 值 情 形 可 类 似 地 证 明 . 
2” 素 理想 的 靠近 给 定点 的 零点 的 构造 


引 理 11 RRCKLX)] 是 齐 次 素 理想 , r =a1l+dimPS1, xo ¢ $, 
o EX"m1I,|wm|=1 且 Xx(a)z0(a 的 定义 见 引 理 4. 还 设 els lly 
w E NU 是 域 区 上 的 绝对 值 .那么 存在 在 区 上 人 恒 等 的 同 态 
CR Bia | = es 
(BLa 1] 的 定义 见 引 理 7) EAE MF BP = tlai?) EX Cal? 的 定义 见 引 理 


4), 点 = (1, By. +, BPIA<j < deg P 是 理想 B HFEA IFA 


£ 2 
Ly || cea) | I] | B; |<] F | em dee, 
8 
2)1ra)| [] Clo - B; || | B; |) <| Pw) || F | e” des, 
j=l 


并 且 当 | . | SESE BATE OK OB eer AMT. AS SE AGW BY P e2” deg g 


2.3 理想 的 零点 


出 现 ; 
男 外 ,对 每 个 多 项 式 太 EK [ui,…, u,_1j 可 以 选取 同 态 + 使 得 
3a) | (H) | = | CH) |, 当 |， | 是 非 阿 基 米 德 绝对 值 ; 
3b) | 2¢CH) |K (1 +e) | (H) | (对 任何 预先 给 定 的 e 守 0), 当 | 。 
是 阿 基 米 德 绝对 值 . 
E Ar S 2. ARER ie EX ISi rl 0K 7 Mi0e 
m 使 得 


iD (Gee (i) 
Tik + Tki =o | Tik EJF 


并 且 当 用 元 素 zj 代替 变量 和 时 多 项 式 z Ca) ARAB. 这 显然 是 可 以 做 


到 的 .下 面 还 将 对 rp 提出 某 些 补充 条 件 . 
现在 定义 同 态 


a RL tes Wp == 


并 令 在 区 上 这 个 映射 是 租 入 ,而 将 uij 映 为 
tlw yy) = Wj = Do 网 要 0 


如 果 绝 对 值 |. | 是 非 阿 基 米 德 的 ,那么 补充 要 求 元 素 tie 满足 
(atar |= lta, | thd |=) coe. 


这 是 可 以 做 到 的 ,因为 绝对 值 |， | 在 代数 闭 域 OE HY FF KS a ts FE AR Pa 
的 ,因而 是 无 限 的 . 

如 果 绝 对 值 | + | 是 阿 基 米 德 的 ,那么 可 以 认为 区 己 XY = C, 而 |* | 是 
平常 C 上 的 绝对 值 . 由 多 维 Cauchy 公式 ,在 此 情况 下 | 2¢ CAD | RHE 
2¢ (AY CESARE | si | 过 1 上 的 极 大 模 ,因而 可 以 补充 要 求 zk 满足 


| CH) |= 1 +e) | rc |. 


WR r = 1, KAW rE KA OHA. 

因为 rta) 40, 所 以 由 引 理 7 可 知 同 态 cA HAH Bla | 1B) x 
中 的 同 态 . 依 据 引 理 4 的 结论 2) ,点 BY = 1, rial), +, cla )) 是 理 
AB 员 的 零点 .由 等 式 (2.2.1) 得 
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8 . . 
(a) || Gat FP aa + + PP ua) = oP) ex Te]. 2.351) 


先 考虑 | + | 是 阿 基 米 德 绝对 值 的 情形 . 此 时 可 认为 入 = C, 由 
23.DERQ2.1.4OR8 


(cadi P PA |e ets crs |, (2:33) 
因为 
| zaij YA » | te <mt], 
k=0 
所 以 


CF ls | Km Te MB) Re me 


AA rom, 所 以 由 上 式 及 (2.3.2) 式 得 


8 2 
[eca | LE 1B les Fe es, 
j=l 


于 是 结论 1) 得 证 . 
在 (2.3.1) 式 中 用 SO oE u, (此 处 o, u, 均 理 解 为 列 矢 ) 可 得 


8 . 4 
ra) [| ( >; Sip Bay =p E t(F) le =S@> 
pal d 


O<i<k<m 
并 用 了 表示 上 式 右边 的 多 项 式 CE CH Ls D. 仍然 由 (2.1.4) 式 得 到 


g 
lelai [Pohon B | 1B, (Deere | rl, 23:3) 
j=1 


但 多 项 式 了 也 可 以 通过 在 多 项 式 X (CF) 中 将 变量 s RATP <i <r- 
1o0<j<k<m) 而 得 到 ,所 以 


| T | <| 2CF) | Cm + (Cm - 1) + e F 
= | Blo) | | F | | w | dee BCC m2 oe m )/2)" dee 
<| Væ) || F | em de¥. (2.3.4) 


由 (2.3.3) (2.3.4) 两 式 立 得 结论 2). 
对 于 非 阿 基 米 德 绝对 值 的 情形 ,可 以 类 似 地 证 明 . 例 如 ,应 用 引 理 1 的 


2.3 理想 的 零点 


结论 1) , 代 蔡 (2.3.2) 式 ,我 们 有 
| zca) | [| B® bs ORS | 


又 因为 | te |<1R|@l=1, RNA 


m 


| rug |=| D irok |< max Troe | 1. 


k=0 


ue | eC) |<| Fl, W& 
8 
brad) [Lee sl eT. 


亦 即 在 非 阿 基 米 德 绝 对 值 情 形 证 明了 结论 1) 
3” 较 小 维 数理 想 的 构造 


设 员 是 区 LX] 中 的 系 理 想 ,多 项 式 Qe KLX], H € B, 那么 理想 a = 
CB, O) Ae BBE) HY AER dim P- 1, 但 一 般 说 来 它 不 是 纯粹 理想 ,因而 难 
以 确定 其 特征 量 deg a, h(a) 及 |a(w)|. 下 面 将 构造 纯粹 理想 /, 它 与 a 有 
相同 的 零点 簇 , dimy = dim B-1, 且 容 易 由 轴 的 特征 量 及 多 项 式 Q 估计 
/的 特征 量 . 

引 理 12 KBCKLX] 是 齐 次 素 理想 , xo ¢ ,rr =1+dimPS2, 
F xe SHAR PHI Chow 形式 .还 设 QC KLXj」] 是 齐 次 多 项 式 , O ¢ P, 以 及 理 
想 = (B®, Q) CKLX]. PA 

1) G = Res(F, Q) € alr -1) C KLu wy uyal; 

2) 如 果 91 ,，… ,9s 是 a WERO r- 2 的 相伴 素 理 想 , 并 且 qj Cr 一 
1) = (Ej) CKLuy, +, u,a] ASJ Ss), BARE we K, w0, B3 
及 自然 数 ris rs ,使 得 G = wEp ED. 

证 设 deg 0 = d. 考察 多 项 式 


Rg = a? [| ya trO, al, a Px 
j=l 
CK = 0; reer m), (2:39) 


其 中 ,y 是 一 个 变量 ,a 的 定义 见 引 理 4. 由 引 理 5 的 1) 知 
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Re € Klas my Upis Xs yi 


于 是 可 将 Ry 表示 为 


Rk = Xay’, a; € Klu; e, 27-1， x |. 


1 三 0 
特别 有 
Rx = ag = ye, (2:3:6) 


H, Ce Ruis -, uis X, yl- H Pe RARER, PHSMR 
QCxos Xm REEE y 所 得 的 多 项 式 , 那 么 由 (2.3.5) 式 得 


8 
Pp = at [[ <00; GP es al?) 94 =O kgs es Re: 
j=1 


m 


(2°27) 
Meh (2.3.6) 3048 
Pe ae = C103 (2,328) 
其 中 ， Ci E Klu, "Ss yp 5 用 由 (2.3.5) 式 可 知 
ag = xd8G . (2.3.9) 
由 (2.3.7) 式 得 到 等 式 
Ppl, Oy ms De 让 大 本 六 于 (2.8.10) 


我 们 用 N ERAH PO - 1) 在 环 K, CX] 中 的 扩充 ,由 本 章 附 录 引 
理 8 可 知 只 是 素 理想 ,并 且 dim 2 = 0( 亦 即 咬 的 零点 的 投影 秘 是 零 维 的 )， 
由 引 理 4 的 结论 2) 和 4) 可 知 所 有 的 点 (1 : a :… : at) 都 在 理想 办 的 零 
点 篮 中 ,但 因为 办 是 素 理想 ,所 以 由 引 理 4 的 3) 可 推 知 这 个 簇 中 没有 任何 
其 他 点 ,于 是 由 (2.3.10) 式 推出 Pk ENC = 0,1, ++, m). 

依据 附录 2 引 理 3 可 知 第 (x - 1) 是 素 理想 , 且 由 引 理 条 件 , h* OB) = 
m -dim $ = m 一 (r 一 1), 所 以 由 附录 2 引 理 5 得 到 . 


有 二 
因而 有 
RK a cits X= Bor - 1) 


并 且 Pi € Br - 1). 于 是 对 某 个 整数 M， 


2.3 理想 的 零点 
M 5 
Pyx, E CB, Lis s Lr-1). 
ob Hy (2.3.8) (2.3.9) ZH x 8G = xao = xk Pp = xp CO, 所 以 
XM lG e (Oy BH Biss Ler) (Cy Lye rs Lyi) 
Ck = 0, Ti; at m), 


此 即 G € alr- 1), 因而 结论 1) 得 证 . 
现 证 结论 2). 设 wa 的 不 可 约 准 素 分 解 为 


a= dJi foe Tae 1 1) fee 
Ep, VI = qj(j = 1s ve 9). 若 理想 J) 的 指数 为 kj , 则 由 附录 2 命题 1 
和 (正文 ) 命 题 1 得 
OE nr = ye Jir- DN AJ r= 
Clr =D fe I De Ge eee). 
因此 EP ES 整除 多 项 式 G. 


设 巨 是 G 的 任意 一 个 异 于 El, …, Es 的 不 可 约 因子 . 若 与 变量 ux 
有 关 , 则 可 取 多 项 式 E; + 0 适合 


Ere Tr H 147) Kl upero Ugg Ba] 
Ce = balsas. 09 
(有 可 能 E; € RK). 记 多 项 式 
A = BEE Bair Ere Jir- Die Tt = 1) 
= alr- i1). 


KHA a= Q, P, 所 以 由 上 式 知 存在 多 项 式 了 E 区 , LX] 使 得 对 于 茶 个 自 
然 数 M, 
AL” = OT (mod(®, Las > Lp): 2.3.11) 


AA BRL RFX 是 齐 次 的 ,因此 
degyT = M-degQ=M-d. 


在 (2.3.11) 式 中 令 xz = 1, xi =P G=1, +, m), 由 引 理 4 的 2) 和 44) 知 


88 


第 2 章 Nesterenko 方法 的 代数 基础 


A(u,o 十 üri” Frer Upma PM = TaD) Oa) 
Cy = hs PSAN BJs 
其 中 , aD = (1, a, +, aP). 将 上 面 g 个 等 式 相 乘 ,并 将 所 得 式 两 边 乘 
以 a™ (a 的 定义 见 引 理 4) ,得 到 
8 


Ase’ = Gaa |] rte"), (23.1) 


{=l 


类 似 于 引 理 5 的 1) 的 证 明 ( 或 参见 L71] 的 引 理 4, 其 中 Ri 取 区 Lui, …， 


u, |) a4 [[ Te) € KLu, +, u,], 因而 由 (2.3.12) 式 推 知 在 


KLu, +, u, |P G 整除 多 项 式 A8F™ .但 因为 G € K[ui,…, u,a], 
FeEKLui,…,U,j], 且 由 附录 2 引 理 3 知 下 不 可 约 , 所 以 G 整除 As, 特 
别 ,G 的 不 可 约 因 子 E 整除 多 项 式 A AR ERE, ot, E, 的 选取 相 
AA. AK. G 的 任何 异 于 Ei,…, Es 的 不 可 约 因 子 只 能 属于 区 ,从 而 结 
论 2) 得 证 . 引 理 证 完 . 

命题 4 设 轴 是 环 区 [Xj 中 的 齐 次 素 理想 , dim B>0; Ot KIX] 
的 齐 次 多 项 式 , OF B. 还 设 1 :|=|.|,,， w EN, 是 区 上 的 绝对 值 .那么 当 
r = 1+dim 和 吕 宇 2 时 ,存在 齐 次 纯粹 理想 /CKLX], HER GAC. Q) 
的 零点 相同 , dim J = dim X- 1, J HWE 

1) deg J < deg X% » deg Q; 

2) hJ) < h(P)deg Q + h(Q)deg B+ vm (r + 1)deg $- deg QU = 
| Ma [28 

3) 对 于 任何 点 oC") BAEK 


log | J(@) |< logd + h(Q)deg B+ A(B)deg Q + 11vm? deg B+ deg Q, 
(2.3.13) 
其 中 


Ban e< ll o 

[Pa| 4eS>|Qlo, 

iii e = min || œ- P || ,min 取 自理 想 加 在 KX 中 的 所 有 非 平凡 零点 . 另 

外 , 当 r = 工时 ,如 果 形 式 地 认为 | J(w) | = 1, 那么 (2.3.13) 式 也 成 立 . 
证 AAW dim BS 0, 所 以 存在 一 个 变量 x; 不 属于 理想 P.KR i 


2.3 理想 的 零点 


性 ,可 认为 xo € L. 

现在 考虑 + 宇 2 的 情形 .采用 引 理 12 中 的 记号 .对 于 j= l, e s H 
1, 表示 环 KK[Xj 中 的 准 素 理想 ,其 根 为 9; ,指数 为 rj. 例如 作为 万 可 以 取 
He AP SAE of? COL 138] ,第 一 卷 ,第 四 章 ,$ 12) . 令 J = h A NTs 因为 
理想 a = (V, Q) 的 所 有 孤立 素 理想 都 有 维 数 — 2 ( 见 L138] ,第 二 卷 ,第 七 
章 ,$7, 定 理 21), 所 以 从 引 理 12 的 结论 2) 推出 理想 了 及 a = CB, QD WS 
点 艇 相同 .并 且 因 为 dimq = r+ 一 1(j = 1,…, s), 所 以 J 是 纯粹 理想 . 依 
照 命题 1, 我 们 有 

Jir-1) = CED EE), 


Ss 


因而 G = Ep- Ep 是 理想 的 Chow 形式 .而 根据 引 理 12, 多 项 式 G 是 理 
48 B AY Chow 形式 下 与 多 项 式 @ 的 u 结 式 .于 是 由 引 理 5 的 结论 3) 及 引 理 
9 推出 本 命题 的 前 两 个 结论 . 

现在 来 证 明 命题 的 第 三 个 结论 .不 失 一 般 性 ,可 认为 | @ | = 1. 于 是 由 
| Po) | 的 定义 可 知 


"ICON = GOCEY | E E [ae ER 
m+degI \" 
m 


a e2mr degl < e2m degl p 


又 由 两 点 间距 离 的 定义 知 二 2. 所 以 若 | Ol o>2 WEL< | log 
S= 016s. 由 上 式 及 本 命题 结论 1) 已 得 出 (2.3.13) 式 成 立 . 所 以 下 面 设 
Uh CW ss ey 2: 

沿用 引 理 4 中 的 记号 FOER RH Chow 形式 ) 及 a € Klu 1s 
up-i]. 

在 r 宇 2 时 ,如 果 OCa) = 0, 那么 由 附录 2 引 理 1 可 推出 a € go - 
1). 但 由 引 理 4 的 1),F 是 条 (r) 的 生成 元 , 故 不 可 能 ,因此 5Ca)#0. 于 是 存 
在 点 四 使 

j lca) FO (2.0.14) 
显然 ,每 个 点 @ Co) AB A 中 某 些 满足 (2.3.14) 式 的 点 @， 组 成 
的 无 穷 序 列 的 极限 ,而 (2.3.13) 式 两 边 对 于 @ 是 连续 的 ,所 以 只 需 对 满足 


89 


90 


第 2 章 Nesterenko 方法 的 代数 基础 
(2.3.14) 式 的 四 来 证 明 结论 3) 成 立 . 

固定 正 数 s 并 借助 引 理 11 定义 同 态 r, 使 得 满足 不 等 式 

| XC(G) 过 (+ 四 12G) |, (2.3.15) 

此 处 多 项 式 G € Kluy, +, u1], MERE FSO Hu 结 式 .对 于 + = 
1, 如 引 理 11 GEAR PETE, r MK BY NRA. 

将 引 理 10 应 用 于 点 中 和 5 = B; (如 引 理 11) ,以 及 多 项 式 了 = Q, 
W =x (其 中 4d = deg Q), Hi k #8 | o|=| 0, |= 1, 可 得 

| OB; rae - QCM) (BP )4 |< lo- B || | Q IIB 14Cd +1241, 
于 是 ( 当 |， | 是 阿 基 米 德 绝对 值 ) 
| QB) | <| Qw) |-| B; |2 + o- B| .oO|.|B, ica + 121 


| Qh; | em max( || w= B ho TO Wars 


(0 
而 当 |。 | 是 非 阿 基 米 德 绝对 值 , 则 上 式 换 为 
| QB) |</| Q l-l B; |¢max{ || o- B; ||, || Olle}. 
CARVE) 


由 上 节 的 (2.2.4) 式 得 
G) = (ay TT oa BP, +, BP) 《其 中 = deg R). 
于 是 ,在 阿 基 米 德 绝 对 值 情 形 , 由 (2.3.16) 式 得 到 - 
| 和 | 二 II | B; | ) ec2m+2) 4 deg 
-[[ max{ e- By. | oleo); (2.3.18) 
而 当 非 阿 基 米 德 绝对 值 情形 ,由 (2.3.17) 式 得 到 


| 人 人 I |B; 1)" 


-[[max{ lo- Bl, Olle). (2.3.19) 


2.3 理想 的 零点 


只 对 阿 基 米 德 绝对 值 情形 进行 证 明 . 对 非 阿 基 米 德 绝对 值 情 形 只 需 相 
a de 
不 失 一 般 性 ,可 以 认为 
lo- B | < l o- Bb | << lo- B, ||, 


e< || o- B |. 
首先 考虑 |o- B || > | Qll o WE. H2.3.18 KEM 11443] 


有 


-(1r(a) | [Clo - 8, | «| B; |)). e@m+2)ddege 


<| Bæ) | .| Q |488 .| F |des@ ebm degO-des® (2.3.20) 
注意 由 ACG) > 0 可 得 知 不 等 式 


= log | G |= Jos] C I,. (2.3221) 
ae 
Fae 9/5, 5] 6 (2.3.15), (2.3.20), (2.3.2), FEB | wo] = 1, 
我 们 有 
log | J(@) | = log | x(G) |— log | G | 


< log(1 + €) + log | (G) |+ Slog | G |, 
vet 
vw 

< log(1 + e) + log | BC@) | + deg B+ log | Q | 


+ deg Q+ log | F |+ 6m7deg B+ deg Q 


+ >) (deg Q + log | F |, + deg B= log | OI 


v&d 


vw 
+ 2(v— 1)m7deg B+ deg Q 


< log(] + e) + log | BC@) | + deg B+ ACQ) + deg O+ h(F) 
+ 6um* deg B+ deg Q. (2.322) 


FE (2.3.22) KS e— 0, BUG (2.3.13) st, RL EMF OS | Olle (此 时 
AR zw 一 所 > |] Ole) RZ. MR O< || Olo. BAH S/H 10 的 推 
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论 2 得 
log | Væ) | < log e + 5m? deg B < log || Q || o + 5m7deg X, 
由 此 及 (2.3.22) 式 ,并 令 e 一 0 可知 (2.3.13) 式 在 此 时 也 成 立 . 


现在 来 考虑 || o-B, | < | Ol o WHE. HF | o-B; || KR Qlle 
#8 <2, 所 以 由 (2.3.18) 式 和 引 理 11 得 到 


[a | | OQ (| Ta | TT | B; |  ( [| 2) elem dee 
j=1 j=2 
< Olle | Q [88 | F [480 e7m dg- (2.3.23) 
于 是 由 引 理 5, 引 理 6 (2.3.15), (2.3.21), (2.3.23), BW F (2.3.22) 
式 推 出 
log | J(@) | = log | x(G) |- log| G | 


< log(1 +€) + log | (G) |+ Dlog| G |, 


vw 
< log(1 + €) + log || Q || a + deg B+ log | Q |+ deg Q » log | F | 


+ 7m°deg B+ deg Q + >) (deg Q + log | F |, 
veep 
vw 
+ deg B+ log | Q|,) +2% — 1)m?deg B- deg Q 


< log(1 + e) + log || Q || » + deg B+ h(Q) + deg Q » h(F) 
+ 7vm?deg B+ deg Q. 


S e> 0, 也 得 到 所 要 的 不 等 式 . 命 题 证 完 . 
命题 5 it P e KLX] 是 非 零 齐 次 多 项 式 , 员 是 环 KRXIPWRKA 
理想 , dim B>0,P ¢ V. Hk ocx", |. | 是. 符 上 的 绝对 值 , 满 足 


| Bia) |e S, S>0, || Pll o Ke "dsr. 
如 果 整 数 7 二 0 满足 不 等 式 
= Hog | P || e = 2 miniS = leg}. (2.3.24) 


其 中 ,2 = min || œo- ß || <1, mi min RAP RE ot! 中 的 所 有 非 平 
凡 零 点 有 .那么 当 r = 1+ dim 轴 宇 2 时 存在 齐 次 纯粹 理想 J C KX], EF 
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点 与 理想 OB, 已 ) 的 零点 相同 ,而 维 数 dim J = dim B- 1, Jf A 
1) deg J < deg B- deg P; 
2) AI) < 1 ACB) deg P + h(P)deg B+ vm(r +2) « deg B+ deg P); 
3) log | J(@) |<- S + 7 (h(P)deg B+ h(P)deg P + 12vm? deg $- 
des P). 
男 外 , 当 r = 1 时 ,如 果 形 式 地 认为 | 7(w) | = 1, 那么 结论 3) 中 的 不 等 
证 将 命题 4 应 用 于 理想 肌 和 多 项 式 O = P”. 因为 deg Q = 7degP， 
所 以 由 引 理 2 得 
h(Q) < h(P) + vm deg Q = 7(h(P) + vm deg P), 
因而 由 命题 4 的 结论 1) 和 2) 得 到 推论 中 的 结论 1) ,2) . 
当 P 宇 0 上。 时 ,推论 中 的 结论 3) 可 由 (2.3.13) 式 立即 推出 .而 当 
e<] Olo 时, 我们 有 
— log 0 >- log || Q || o =- Mog || P || o — v7mdegP 


>- Tlog | P || o > min{S, — log 0)， 


因此 min{S, —log?} = S, AT -log || Q ||» >S, log || Qll o<- sS, 
于 是 由 (2.3.13) 式 也 得 出 所 要 的 结果 ,可 同样 证 明 r = 1 情形 的 结论 . 

HEL 为 获得 量 deg /和 有 h(7) 的 好 的 估计 ,可 取 满 足 不 等 式 (2.3.24) 
的 最 小 的 整数 7. 


4 点 与 理想 的 零点 簇 间 的 距离 


下 面 给 出 量 | 1(@)| 与 点 @ 到 齐 次 纯粹 理想 了 的 零点 簇 的 距离 间 的 关 
系 .直观 地 看 ,|1(w)| 越 小 ,那么 这 个 距离 就 越 近 .下 面 的 命题 给 出 它 的 精 
确 的 划 画 ,在 一 定 意义 上 与 引 理 10 的 推论 2 互 反 . 

命题 6 设 IC KLX] 是 齐 次 纯粹 理想 ,r = 1+dimI>l1, | .| 表示 
某 个 绝对 值 .那么 对 于 每 个 非 零 点 o cAr 存在 理想 工 的 一 个 零点 
了 CX™m'1, 使 得 


1 1 ; 
deg I+ log || œ - P | < —log | I(@) |+ —h(1) + œ+ 3) mi deg I. 
r r 
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另外, 如果 |.|=|.|,,，w € .是非 阿 基 米 德 绝对 值 , 那 么 上 式 右边 的 因 
Fut 3 可 换 成 v. 

证 不 失 一 般 性 ,可 认为 | @ | = 1. 设 存在 这 种 理想 ,满足 命题 条 件 , 但 
对 它 结论 不 真 . 设 工 是 其 中 一 个 理想 ,并 且 具 有 最 小 维 数 dim I. WR o 是 
理想 了 的 零点 ,那么 对 于 及 = o 命题 结论 显然 成 立 , 所 以 设 @ 不 是 工 的 零 
点 ,于 是 存在 了 的 零点 ,使 |o- BY) 取 最 小 值 , 亦 即 (按照 命题 4 中 的 记 
B)e= |o-Bl >0. Rid |-l=|-|,,wEe A 

对 理想 了 可 定义 齐 次 素 理想 Blo, Bo 及 自然 数 k1 s ks (如 命题 
2 中 所 给 ) .我 们 现在 证 明 


1 1 
deg $; + log || @ — % || < — log | P Co) |+ ee 


Y 


i 
X (+3 z —— \mdeg 8; G = 1 s) (2.3.25) 


设 第 表示 Bs > BPB 中 的 一 个 .因为 dim 第 = r-1>0, 所 以 存在 下 
标 i 使 x; ¢ P. 不 失 一 般 性 可 设 xo EB. 

4 r= 1 时, 引 理 11 中 的 多 项 式 a CK, Mili cla) = a ( 同 态 t+ 由 引 理 
11 定义 ). 于 是 由 引 理 11 的 2) ,并 注意 | 8 lS | eh | = 1, 我 们 得 到 当 阿 
基 米 德 绝对 值 情形 

deg% 
log | a |+ > log || œ — B; || < log | RCo) |+ log | F |+ 2m?deg X. 
@2.3.26) 
又 因为 由 引 理 4. EAA 1, A lal, SI Fl UR 
log | a |, =0 (乘积 公式 )， 

我 们 由 (2.3.26) 式 推出 
deg B + log || œ — B || < (log | a |+ > log | al,)+ Dj log || œ- P; | 


vw 


deg% 
= (log | a |+ >}log || œ- B; || )+ Mog! al, 
j=l veEM 
vw 
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< (log | Pæ) |+ log | F |+ 2m? deg B)+ >)log |F |, 
a 
= log | Pw) |+ ACB) + 2m? deg V; 
并 且 当 |.|=|.|， 是非 阿 基 米 德 绝对 值 时 ,(2.3.26) 式 及 上 式 右 边 加 项 
2m? deg PREM. FEM r = 1 时 不 等 式 (2.3.25) 成 立 . 
现在 考虑 上 宇 2 的 情形 ,我 们 区 分 两 种 情形 . 
a) 设 


1 1 
Jlog | Po) |- w+ D11 5 — jm deg 8 


log | ¢(a) | > (1- — 


下 
二 《总 大 二 log | F |. 32 
f 


(其 中 ,2 的 定义 见 第 2.1 节 ,4 ). 
由 引 理 11 ,存在 同 态 


一 (1) (g) ; 
tT: Kl üis ae me EE. Me as cele arg Le Fs 


以 及 理想 第 的 零点 BAS j< deg, WA |B |S) g? |= 1, 并 且 
| (a) |< +e) | cla) |. 由 (2.3.27) 式 及 引 理 11 的 结论 2) ,我 们 得 到 
当 阿 基 米 德 绝对 值 情形 


1 le gee 
(1 z 二 jiog | Bo) |- w+ (1 = deg $ =- Ty 108) F | 
F. r 
< log | x(a) |< log | r(a) |+ log(1 + €), (2.3.28) 
以 及 
deg% 


log | zca) |+ X}logcl @ - B, || «| B; |) 


< log | BC@) |+ log | F |+ 2m?deg $. (2.3.29) 


因为 Bj 是 理想 了 的 零点 ,所 以 p= | o- B| < lo- Bl, 于 是 由 
(2.3.28) ,(2.3.29) sR HE E 


(1 L 二 jiog | Pw) |- G+ (1 = = \m® deg % - hb) 
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à + log | F |+ deg X + log || œ — P || 
2. Clog | ceCa) | + log(1 + E)) + tlog| Pm) |+log| F | 
+ 2m*deg $ — log | r(a) |) 
= log | B(@) |+ log | F |+ 2m*deg$% + log(1 + €). 


令 e 一 0 可 知 不 等 式 (2.3.25) 在 此 情形 成 立 . 
b) 设 


1 Tirs 
log | x(a) | < (1 2 — log | BC@) |-— w+ D(1 x — \m deg $ 
r r 


1 
— —h(%) + log | F |. (2.3.30) 
7 


我 们 用 J 表示 由 命题 4 对 于 理想 器 及 多 项 式 O = xo EB fr pa ie Hy HE 
想 .于 是 deg J < deg P. 由 命题 4 的 证 明 可 知 理想 7 的 Chow 形式 G 由 公 
式 (2.2.4) 定 义 . 但 因为 现在 O 的 特殊 选取 ,所 以 知 G = ala E€ Klu, t, 
u-i] 见 引 理 4) .注意 | @ | = 1 以 及 


log | a | = log| a ly = Sloe | a ly — Slog | al, 


ve ved 
+ 


vw 


= h(J) — >)log| a |, 


ved 
veiw 


>h) - Dlog| F |v- 


VEM 
vw 


我 们 由 (2.3.30) 式 得 到 
log | J(@) | = log | 2¢(a) |- log | a | 


1 


1 
< (1 7 二 jos | BC) |- w+ (1 = — Jm’ degg- AB) 


+log| F |w- (AO) - Dlog| F|») 
vEM 


fi 
vw 


1 ; 1 A 
= (1 一 二 jlos | BC@) |- w+ D(1 一 — |m® deg 
r r 


1 
+ (1- — JAC) — AWD. (2.3;31) 
F 
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另 一 方面 ,由 命题 4 及 噶 ; 的 定义 可 知 dim J = dim X- 1 = dimJ-1< 
dim 7, 所 以 由 dim 了 的 极 小 性 可 知 命题 5 对 于 理想 成立 ( 由 引 理 12,J 的 
Chow 形式 G € J(r - 1), 相应 的 参数 为 7r-1=1+dimyJ =1+ 
(dim I -1), mi r>2, FAU r-1>1), FE 


degJ+-log|l@-y]|| < log | J(@) |+ hJ) 


p= el 

+ (v+ 3)mdeg J, (2.3.32) 
其 中 , ye IC™) 是 理想 Jy 的 某 个 零点 .仍然 由 命题 4 可 知 Y 也 是 理想 B 的 
零点 ,因此 = ||o-B| <llo-7|. RANG =a, 故 由 (2.2.1) 式 和 
(2.2.4) 式 可 知 有 deg J = deg, G = deg, a = deg, F = deg P, 类 似 地 
h(J) = hOB), 所 以 由 (2.3.31),(2.3.32) 式 得 到 对 于 阿 基 米 德 绝 对 值 
情形 


deg $ + log || œ — B || < deg J = log || œ — 7 || 


1 


< 
EPET 


1 1 
。 (1 = = log | Bw) eee -(1- — |? deg 
r z r 


r 


+ 


1 
: (1- = nw - awn 
1 r rod 


TS 
al 
r=) 


+ 


h(J) + (v+ 3)m3deg B 


v+] 


= ioe | Nor l+ Traya (y+ ga —— jm?deg X. 
r r F 
这 表明 在 现 情形 (2.3.25) 式 也 成 立 . 
对 于 非 阿 基 米 德 绝 对 值 的 情形 ,可 类 似 地 证 明 (2.3.25) 式 ,并 且 它 还 可 
更 精确 些 (7 之 2 时 ,将 右边 因子 v+ 3 - “一 二 换 成 ，- *), 
i 
最 后 ,由 (2.3.25) 式 及 命题 2 得 到 在 阿 基 米 德 绝对 值 情 形 有 


deg% 


deg I + log || œ - B | = >) kjdeg%; + log || o — B || 
j=1 


deg% 1 deg% 
F 


1 
<—))kjlog | Rico) |+ — >) kjh(B;) 
F j=1 j=l 
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deg% 


+(vt+3 m3 >) kj;deg 8; 
j=l 


=) 


1 1 A 
< —log | I(@) |+ —h(I) + (w+ 3)m”deg I. 
r r 


这 表明 命题 的 结论 对 理想 工 也 成 立 , 这 与 了 的 选取 矛盾 .对 于 非 阿 基 米 德 绝 
SER se ae, 


2.4 补充 与 评注 


1 在 1922—1923 年 间 ,K. HentzeltL4] 和 E. Noether[s6] 最 早 将 环 
K[xo,，…，xmj 中 的 每 个 理想 与 某 个 多 项 式 ( 称 为 Elementarteiform) 相 联 
系 ,证 明了 一 系列 基本 结果 ,W. Krul“ p B. L. van der Waerdent122] 对 
此 作 了 进一步 研究 . 1937 年 , W. L. Chow (k R) B. L. van der 
WaerdenL22 给 出 这 些 结果 的 齐 次 情形 的 研究 ,首次 引进 了 Zugeordente 
Form 的 术语 , 它 在 1972 年 出 版 的 I， R. Shafarevich 的 俄 文 专著 [L113 中 
称 为 Chow 形式 . W. V. D. Hodeg 和 D. Pedoe ee 10 
章 ) 对 Chow 形式 作 了 颇 为 详尽 的 论述 ,但 所 使 用 的 名 称 是 Cayley 形式 .这 
本 书 的 讲述 比较 注重 几何 背景 ,因此 可 能 更 便于 初学 者 理解 . 

2 关于 u 结 式 ,B. L. van der Waerden 的 书 [123]] 的 早年 版 本 (1931 
年 ,第 二 卷 ,第 8 章 ) 有 简明 的 论述 .上 述 W. V. D. Hodge 和 DD. Pedoe 的 
书 ( 第 一 卷 ,第 四 章 ) 也 包含 了 一 个 较 详尽 的 易于 理解 的 表述 

3° D. Brownawell 在 一 系列 论文 (例如 ,[12, 13, 14, 16j] 等 ) 中 及 时 地 
对 Nesterenko 的 新 方法 作 ] 了 阐述 和 研究 ,概括 了 关于 Chow 形式 和 u 结 式 
的 新 、 老 结果 ,并 用 来 研究 一 些 数 论 问 题 ,特别 是 关于 Hillert 零点 定理 及 其 
数论 应 用 (还 可 见 [84] 的 第 16 章 中 的 综述 ) .另外 ,[15](L) 也 是 一 篇 有 价 
值 的 参考 文献 . 

4° 对 Nesterenko 方法 进行 深入 研究 和 作 了 重大 发 展 的 还 有 


N 
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附录 2 关于 工 消 元 理想 
P. Phillppon, E4] W. D. Brownawell 的 系列 论文 对 此 也 有 所 介绍 .本 书 
第 6 章 将 重点 论述 这 个 主题 . 

5° W. D. BrownawellL161 引 进 u 结 式 的 一 个 推广 概念 :“ 半 u 结 式 ”， 
XÆ G. V. Chadnovsky 的 半 结 式 ( 见 《超越 数 引 论 ) 第 五 章 , 第 五 节 和 第 六 
节 ) 的 类 似 , 它 的 性 质 和 应 用 的 深入 研究 是 一 个 值得 考虑 的 问题 . 


附录 2 关于 工 消 元 理想 


此 处 给 出 与 正文 有 关 的 一 些 结果 ,涉及 一 些 经 典 交 换代 数 技巧 .为 免 失 之 
烦琐 , 略 去 了 某 些 证 明细 节 . 下 面 的 讨论 是 在 较 正文 更 一 般 的 框架 下 进行 的 

设 尺 是 一 个 Noether 环 , A = REX] Æ R EVE x9, +, xm 的 多 项 
式 环 ,r 是 一 个 整数 ,1 过 + 过 m. 还 设 ujj1loigr,0<jx<mHA 
上 代数 无 关 的 变量 . 作 线 性 型 


hii) = Nv Rl 7), 
j=0 


设 了 是 环 4 中 的 某 个 齐 次 理想 .用 (7，L1，…, LARRI ALU] = 
ALus ts Urm] PAE Li, 0, L, 及 理想 7C A 中 的 元 素 生成 的 
理想 ;X 表示 ALUjJ 中 xzo，…，xm 生成 的 理想 . 

我 们 定义 理想 


P= POY = CO bya ds ec ALUT; 


Perfo =F fi Re. 


PIA TAY L 消 元 理想 .因为 ALU LEE Noether 环 , 所 以 有 ME N fii 
A oe i 


理想 7 了 和 7 的 基本 代数 性 质 是 有 关 数 论 性 质 研究 的 基础 . 
命题 1 设 I 是 环 R[LX] 中 的 齐 次 理想 . 
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D 车 了 是 素 理想 , 则 了 也 是 素 理 想 ; 

2) 若 了 是 瑞 - 准 素 的 , 则 了 是 BME RR AN 

D 如 果 了 = 石门 … 门 7 是 不 可 缩短 的 准 素 分 解 , 那 么 T= n Oe 
NI. 

为 证 明 命题 1, 我 们 需要 一 些 辅 助 结果 . 

BR r SRM RBS! = (SPI, k=0,1, +, m; i=l, os, 
r), BEBR sie + sy) = 0 外 ,变量 si? PEIRA 上 的 任何 代数 关系 式 .用 
4LS] 表 示 将 所 有 元 素 sjk RME A 所 得 到 的 环 . 对 每 个 矢量 u; = 
CUios “> Uim) SRR O: 


OC) = SOX, x = (Xo, NI Po" sg Nig: 


(表示 转 置 ) FIFA 3 保持 环 A 的 元 素 不 变 . 因 为 uj;j 在 A 上 代数 无 关 , 所 以 
2 可 以 扩充 为 环 同 态 
A CT 


9 的 一 个 重要 性 质 是 


Why) = 0 Ci= 1,517) C1) 
这 可 验证 如 下 : 
只 (下 让 = SO x; = Bee Ses 
j=0 j=0 k=0 


= (i) OERE 
= 2 XjX~ (Si + S47) = 0. 


Fe ILS] PA TCA ERA ALSIP HP HK. 

引 理 1 Gel, 当 且 仅 当 9(G) .XxX* CC ILS]. 

证 ”如果 G € 了 ,那么 由 理想 7 的 定义 及 关系 式 (1) 推 出 3(G) XN CC 
ILS]. 现在 设 (CG) © xX" C ILS]. 选取 不 全 为 零 的 元 素 po，, > Pm E R, 
Hid g = Dy Pike: we T = {g") 是 环 4LU] 中 的 乘法 系 . 定 义 同 态 


%: A[S]+T ALU], 


其 中 ,已 令 
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UijPk T UikPj 
9 
8 


peP) = 


并 且 PRAM A 的 元 素 不 变 . 易 见 少 可 以 扩充 为 环 同 态 . 
现在 考虑 合成 映射 


Ani- aa er Aui. 


注意 8 的 定义 ,我 们 有 


m p 1 m 
P o Mui) = PCD Se xk) = Dy ered 一 WikP ee) 
= k=0 


i 
is 
~ 
| 
E 
5 


于 是 
Y o Mui) = u jj (mod TEEGI Lios see Er) ir 
因为 在 环 A EEAS Pod EEE, OT LA 


% o CG) = G(mod TCI, Li, ++, L,)). (2) 


按 假设 , 9(G) X” c ICS], Alii $- 0G) eX CTI, Lise L,). 
RUA HH (248 G xX" CTI, Ly, Ly), 从 而 对 于 足够 大 的 NN 有 
Gogh at" CU, Lips L) BER g 的 定义 及 pys Pir i Ba ER 
AEB. UG X CU, Liy L,). 这 表明 GE 了 .于 是 
引 理 得 证 . 

注意 , 环 A[S] 同 构 于 A 上 的 多 项 式 环 ( 其 变 元 个 数 g = mt 
(1 一 1)+…+1= m(m +1)/2). 

引 理 2 1) WR PÆ A 中 的 素 理 想 , 那 么 BLS le ALSj] 中 的 素 理 想 ; 

2) 如 果 在 A PHRI E B-EK MAE ALSIP ILS] RLSj- 准 
素 的 ,并 且 理 想 TLSj] 的 指数 等 于 理想 了 的 指数 ; 

D WMR L =A Tk 是 环 4 中 的 不 可 缩短 的 准 素 分 解 ,那么 ICS] = 
站 TLS] 是 A[S] 中 不 可 缩短 的 准 素 分 解 . 

注 1 按 定 义 , 噶 - 准 素 理想 工 的 指数 是 指 满足 型 ”CC 工 的 最 小 整数 郊 . 
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证 因 A4[S] 同 构 于 多 项 式 环 4[si，…，sg], 故 可 用 归纳 法 证 明 . 现 
在 给 出 当 q = 1 时 结论 1) 的 证 明 . 设 F(s), G(s) € ALS], FG e Ps], 
Bit FRG Egs]. 设 不然 ; 记 FCs) = f(s) + fils), GCs) = g(s) + 
gi1(s), 其 中 fi 和 gi 是 系数 均 ER 的 多项式,f Ale 是 两 个 多 项 式 但 系数 
WEP IMA fg € Bls]. Bay. bo 分 别 是 f Ag 的 最 低 次 项 的 系数 , 则 
ao» bo EBA aobo E P. 这 个 矛盾 表明 下 或 G 中 有 一 个 EFR[sj. 其 余 
结论 的 证 明 在 此 从 略 (例如 ,可 参见 [3] ,第 四 章 习题 7 及 有 关 提 示 ). 

引 理 3 设 了 是 环 A 中 的 齐 次 理想 . 

1) Æ I EKME. W I C ALU] 也 是 素 理想 ; 

2) # I EPEK, H XE g, IW BC ACU] ERER, I AT 
的 指数 相等 ; 

3) 若 1= 门 Tk 是 4 中 不 可 缩短 的 准 素 分 解 , 则 有 了 = 0) T. 

证 ” 仅 证 明 结论 2) ,其 余 的 证 明 类 似 . 

设 理 想 了 的 指数 是 n ,如果 Py. os Pa E B, 那么 


pi ys ER, Easy ty a) CK S15 esin FE De 


但 因为 B" CT, 所 以 
Pp de = CPx) (PM ) 外 


Z Cis Lis REAA Lyry 


于 是 PeP, € I, 这 表明 Y cI. BASIC, 所 以 由 定义 推出 了 己 

BP-OQET. APE PB. 由 引 理 1 得 训 P). 96Q) X” CIS], It 
H VCP) + Xx" SS]. 但 由 引 理 2 知 理想 LS] 是 BESI- R H, iA h 
NCQ) + 9CP)X" C ILS] HERI OCO) € ILS]. 再 依 引 理 1 可 得 QE 了 .这 表 
IW] HAR Tf BE A. 

前 面 所 证 B” C 工 表明 理想 7 的 指数 <n. HW BCT RBC 
aarc oci Aw cra - x" cd. Lys bs PES, 
X 与 uj ERAR eX C I. (AB EB MERAY TT SB, AE BC 
I, 从 而 工 的 指数 <r. 由 此 证 明了 xr = n, 即 7 和 7 有 相同 的 指数 . 


附录 2 APL 消 元 理想 


注 2 如 果 XCVI, 那么 显然 7 了 = ALU], T= RLUJ. 

命题 之 证 AAT = I A RLU), ,所 以 由 扩 理 想 及 局 限 理想 的 性 质 
( 见 , 例 如 ,[138] ,第 一 卷 , 第 四 章 ,$ 8) ,从 引 理 3 得 知 命题 成 立 .证 完 . 

我 们 用 区 表示 一 个 域 ,用 XY 表示 它 的 代数 闭 包 ,并 将 投影 空间 
Pm( .2 ) 简 记 为 Pm 

引 理 4 ik IC K(x. +. Xm] 是 齐 次 理想 ,X 皇 T.: 那 么 点 集 
{61，…,，6,) CP, 是 理想 了 的 零点 , 当 且 仅 当 由 等 式 


Senex p =O Gi = ly seg T) 


定义 的 Pim 的 线性 子 空间 与 理想 了 在 了 w P ER EA AE 2S W E , E Ab 
br Step te Ea Vy eee Pd, 

证 KT BHC, Li, +, L,) DAUM IEP, X (Pp) PHF 
AIE ,此 处 第 一 个 因子 下， 对 应 于 变量 x0o ts xm ,而 (Pm )” 中 第 k 个 因子 
Pm 则 对 应 于 变量 uxo，…，ukm : 设 2 是 投影 


Pm X (Pm)’ —> (Pm)! 


我 们 知道 ,如 果 X 和 了 Gp Sill A — “PS BE HE AN UL HE IB AY p: X x 
Y >Y 将 闭 集 映 为 闭 集 ( 见 ,例如 ,L113], 第 一 卷 ,第 一 章 , §5 定理 3), A 

此 集合 MIÈ Zariski 拓扑 是 (了 wm) PAB. (A OL GCT) 在 理想 了 的 堆 
点 簇 中 稠密 ,因而 pg(T) 与 1 的 零点 徐 相 重合 .由 此 可 知 引 理 成 立 . 

引 理 5 设 1 是 环 区 [xo,… ,xmj 中 的 齐 次 准 素 理想 ,那么 

DR CP) = we y= CO); 

2) 4 h* (ID >m-r+1hMT #0); 

3) 4h*(D=m-rt+1 HT Æ KDU] EHM. 

证 由 命题 1 可 知 ,如 能 对 素 理想 情形 证 明 有 关 结 论 , 则 对 一 般 情形 结 
论 也 成 立 . 所 以 我 们 设 了 是 素 理想 .由 引 理 4 的 证 明 , 了 的 零点 簇 与 p(T) 相 
重合 .如 果 h*(7) 之 m 一 r+, WATE Ph 中 理想 了 的 零点 簇生 的 投影 维 数 
m-h*(D>r, BHES 了 个 平面 与 X 有 非 空 的 交 . 按 引 理 4，PGT) = 
(Py? SRE T = (0). 

现在 设 A” (D> m-—rt+l, 于 是 X 的 投影 维 数 小 于 >, 因而 可 找到 
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Pm 中 7 个 平面 与 X 有 非 空 的 交 . 这 表明 GD) (Pm ) ,从 而 TAO). 

现在 设 h* (I) = m 一 r+1. 如 果 区 是 代数 闭 域 ,那么 CCD) AER 
codim p(T) = 1, 于 是 I 是 主 理想 (参见 [113j, 第 一 章 § 6.1). 现 在 对 一 般 情 
况 (K 为 非 代数 闭 域 ) 证 明 此 结论 . 

用 Ie 表示 在 环 A Uxo, s xmJ 中 的 扩 理 想 ,并 设 I* =H OS 
是 不 可 缩短 的 准 素 分 解 ,于 是 h* Jk) = h* (TD = m 一 r+1( 见 [138], 第 二 
卷 ,第 七 章 ,$11, 定 理 36). 但 依 上 面 当 区 为 代数 闭 域 的 特殊 情形 所 证 结果 可 
以 推出 J, 是 主 理想 , 记 J = (G), 其 中 , Gk EXCLU]. 由 命题 1 知人 是 
准 素 理想 ,所 以 Gi = FY , 其 中 Fi 是 不 可 约 多 项 式 , 1, 是 正 整 数 .由 Te 的 
准 素 分 解 及 引 理 4 可 知 诸多 项 式 Ex 互 异 .再 应 用 引 理 1 得 到 


a SN ee 
其 中 ,多 项 式 Go 的 最 高 项 系数 选取 为 1. 设 o 是 域 . 和 在 区 上 的 任 一 自 同 构 
(o 作用 于 多 项 式 系数 ) ,显然 OCT?) CI, IRB Go | ol(Go). 比较 等 式 两 边 
KÆ CG) = y Gos V EX. TAA Go 的 最 高 次 项 系数 为 1, 故 得 
% = 1MolGo) = Go, AM Go E€ KLU]. Bia ANT? CI, RIE 


T= NRU Cr ARTUR 


亦 即 理想 了 的 所 有 多 项 式 被 Go 整除 .但 按 命题 1,7 是 素 理想 ,所 以 这 只 有 
“I = (Go) A Go 在 区 上 不 可 约 时 才 可 能 .于 是 对 于 区 为 非 代 数 闭 域 情 
形 上 述 结论 也 成 立 . 引 理 证 完 . 

以 下 再 回 到 环 REXjJ 的 情形 . 

注 3 AT RAR 中 的 乘法 系 , 则 由 理想 了 ,7 的 定义 及 分 式 环 的 性 质 
推出 

Pe RUN 

+4 Ke: R>R 是 环 的 满 同 态 , Kroc IN R, PIER 
RLXj 中 的 理想 .9g 可 以 扩充 到 环 RLXJ] 和 R[UJ] 上 ( 令 它 作用 于 多 项 式 的 
ABO. @ 表 示 这 个 扩充 ,那么 易 见 OUT) = OCD. 

下 文中 总 设 环 R 是 主 理想 整 环 . 

引 理 6 WT KEM IC RX] 是 准 素 的 , IN R = (a) #0), 
h* (D <m-r+1. 那么 TC RIU] 是 由 元 素 a 生成 的 主 理想 . 


附录 2 关于 工 消 元 理想 


证 id VT =P, FR BO R = (p). 于 是 h(B)m-r+1. 
设 p:R~R/CP) 是 典范 同 态 .因为 (p) 是 尺 中 的 极 大 理想 ,所 以 
R/(p) = 区 是 域 .依据 注 4, 有 BOB) = SOB. 由 显然 的 不 等 式 h* (OB) > 
h* (ECP) + 1 HEH A* (OCP) Kh* (BW -1l<(m-7rt+1)-l=am- 
r. 于 是 由 引 理 5 得 到 OCB = (0), 亦 即 OCB = 0, FE BC Kero. 因此 
理想 加 中 的 任何 多 项 式 都 被 元 素 p 整除 .但 另 一 方面 ,由 定义 可 知 p € g, 
于 是 加 是 环 RLUJ 中 由 元 素 p 生成 的 主 理想 . 

MER FEI AT CS, 所 以 p|F. 设 F= pt. Fi, 其 中 Fi eB. 
由 命题 1, 了 是 四- 准 素 的 ,所 以 由 p* Fi € THE pt CT. REM pk ex“ CC 
1. IRAE A CB) 之 m 一 r+1 二 m+1, HAS; 但 了 是 准 素 理想 ， 
所 以 pt € 1, 因而 alp*, 于 是 a | FC=p* + Fi). 因而 7 中 任何 多 项 式 都 
能 被 a 整除 ,而 且 显然 a CT. 因此 了 = (a). 引 理 证 完 . 

引 理 7 wl,JCR XI BAFKERBMLINR=aINR = (0), 并 
HA*(D>m-r+1, h* J >m-r+1. 那么 若 TCC 了, 则 VICYT. 
特别 ,由 等 式 了 = J 可 得 VT = JT. 

证 ICI, WT CMT. time. = /7,/7 = \ 厅 ,所 以 
VT CVI. 于 是 我 们 可 以 在 “7,，J 是 素 理想 ”的 假设 条 件 下 来 证 明 引 理 ( 这 


样 , 因 VT, VI 是 素 理想 ,从 而 VT = VV 了 , 亦 即 VT = yT). 

用 N = R\{0) 表示 环 RLXJj 和 R[UJ 中 的 乘法 系 . 由 ICCJ 得 
N-1ITCN-1J, 且 依 注 3, 有 N-ITCN-IJCN-1R[LUJ. 因 为 I 站 R= 
JD R= OO. FU A NID = htt m= ANTT = 

h*(J]) 宇 mm 一 r++1. 又 因 N-1R 是 域 ( 记 为 区 ), 所 以 由 引 理 5 外 
NTF PO), NTT EW. 

分 别 用 2M 表示 理想 N -1T 和 N-1J © 区 [xo,…, x 的 零点 ( 投 
WR. NIC NJ 及 引 理 4 可 推出 XW 于 是 N-11C NIJ, 并且 
P= iN DARUJE CN TTI》 RES =J SIE. 

命题 2 设 了 是 环 RLXJ 中 的 齐 次 纯粹 理想 , h* (TJ) = m 一 + +1. 那么 

1) I 是 环 RLU]J 中 的 主 理想 ; 

2) WRT = hA 人 门 工 是 不 可 缩短 的 准 素 分 解 ,那么 分 解 式 了 = 
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Dn Qe QNI: RFA Te 不 可 缩短 ,此 处 I 是 不 与 R 相交 的 那些 理想 . 
证 首先 考虑 7 是 准 素 理想 的 情形 .如 果 了 工作 R#(0), 那么 由 引 理 6 
得 到 结论 1). 所 以 现在 设 IT 门 R = (0). 于 是 准 素 理想 N-1TCK[X]( 此 
处 记号 N 及 下 与 引 理 7 的 证 明 中 相同 ) 是 非 平 凡 的 ,并 且 由 于 
h* (NUT) =h* (1) =m-r+l, 从 引 理 5 推出 理想 NTI7T = (F) 是 主 
理想 ,其 中 , F EKLU], 还 可 认为 多 项 式 下 ERLU] 且 下 的 系数 互 素 ( 即 
系数 的 最 大 公 因 子 为 1) .我 们 来 证 明 T = CF) C R[U]. 


WG ETON TSN TOS FR a, DER, 


Ca, b) =1, Fi ERLOJ 且 无 因子 属于 环 RRNA b+ G=a-F-F), 
于 是 b = 1, 从 而 Ge (P) C RDU]. 这 表明 TC (F); 另外 ,因为 
FE N‘I=N'T, MURTER c € RRc FET. HAW IMR = ©), 


所 以 c&VT = VI. 并 且 由 命题 1 知 了 是 准 素 理想 ,因而 FE 7, 这 表明 
I =(F) 是 主 理想 . 
现在 考虑 一 般 情形 . 设 


PS Thee eae eee) 


EMER AH AS ksh, N R = (0), m4 k> sh. Z Ik N REX 
凡 ( 即 不 为 (0)). 因为 了 是 纯粹 理想 ,所 以 对 每 个 下 标 kk，h* g) = 
Aw CD = mart], 由 引 理 6; 当 不 全 3 十 1 时 ,TE = Cap), 其 中 ,gx 看 
环 R 中 生成 理想 I A R. WR a ÆR desi. > gi 在 R 中 的 最 小 公 倍 
元 , 亦 即 a 生成 主 理想 Is Ne NI OR, WARRE Ist N NI = 
人 

由 命题 1, 有 7 SuN NAT, N Ca. 又 由 上 面 所 证 ,因为 了 1,…, L 
为 准 素 理 想 ,所 以 万 ，…, Ts 都 是 主 理想 .于 是 根据 环 RELU] 中 因子 分 解 唯 
一 性 ,得 知 工 是 主 理想 . 

仍 由 命题 1, 诸 理想 I1(1 S s) 是 准 素 理想 ,所 以 IT1 = CFE), BR, F, 
是 RLUJ 中 不 可 约 多 项 式 ,ki 为 正 整数 .如 果 存 在 两 个 不 同 的 下 标 1 和 
BEF) = Fe, BAST, = Vix, 于 是 由 引 理 7 得 VTi =VIk，, 这 不 可 能 , 因 
为 在 RLX] 中 了 的 准 素 分 解 是 不 可 缩短 的 . 

综 上 所 证 ,我 们 得 到 结论 2) ,命题 证 完 . 


附录 2 关于 工 消 元 理想 


命题 3 如 果 了 是 环 RLXj] 中 的 齐 次 准 素 理想 , h* (1)= m-r+l, 
HINAR = (0), 那么 理想 了 的 指数 等 于 理想 了 的 指数 . 

设 N = R\{0) 是 R 的 乘法 系 ,那么 由 注 3 知 N-17T = N-17. 而 当 我 
们 转向 分 式 环 时 ,不 与 R\(0} 相 交 的 准 素 理想 仍然 是 准 素 理想 并 且 其 指数 
保持 不 变 . 因此 ,为 证 命题 3, 只 需 证 下 列 的 . 

命题 3A 设 了 是 环 必 LX] 中 的 齐 次 准 素 理想 ,此 处 区 是 某 个 域 ,还 设 
h* D = m-r+1. 那么 理想 了 和 了 的 指数 相等 . 

注 5 由 引 理 3, 命题 1 及 关系 式 T= I N RLU] 我 们 不 难 推 出 理想 了 
的 指数 不 超过 了 的 指数 .因此 ,为 证 命题 3A, 只 需 证 明 相反 的 不 等 式 , 亦 即 
要 证 理想 了 的 指数 不 超过 了 的 指数 . 

我 们 需要 下 述 辅 助 结果 . 


在 下 文中 ,我 们 要 考虑 不 同 个 数 的 线性 型 L，= Sluys 因此 代替 记 
号 T, 了 ,分 别 采用 T(r) 和 了 T(r), 以 强调 它们 与 Li 的 个 数 7 的 关系 . 当 
lzi 12 By = Kui, r Uy Up = Cugir 攻 : 

引 理 8 设 了 是 环形 LXJ 中 的 齐 次 理想 ,! 是 整数 适合 0 三 1 过 m 一 
h* (1). 如 果 I EER GROME ,那么 理想 7 (1) 在 环 IK, OX Ae aK E 
准 素 ( 素 ) 理 想 ,并 且 其 指数 等 于 了 的 指数 ,而 高 为 h* (I)+1. 

证 用 J 表示 所 说 1(1) 的 扩 理 想 , 用 Ti 表示 环 KEX, us s ui] 中 
的 乘法 系 KLu e, u \\{0}. 由 引 理 5, 有 Ti N TU) = Ø. FRR LXIS 
K[X, us +, U1] 对 于 乘法 系 Ti 的 分 式 环 相 重 合 ,而 J, = T7 TCD. 

因为 理想 工 准 素 ( 素 ), 所 以 由 引 理 3 得 知 理想 I(1) 也 是 准 素 ( 素 ) 理 
想 , 且 与 1 有 相同 的 指数 . 当 转 为 分 式 环 时 , 准 素 ( 素 ) 理 想 变 为 准 素 ( 素 ) 理 
想 , 且 指数 保持 不 变 , 因 此 J) 是 准 素 ( 素 ) 理 想 ,指数 等 于 了 的 指数 . 

现在 计算 理想 J 的 高 .因为 Ti OTD = 名 ,我 们 得 到 h* Ji) = 
h* T ID = hT 我 们 还 有 


TIS E T U 25S a D (3) 


其 中 , eU- 1) 是 理想 了 (1 一 1) EMA KX, wj,…, uj 中 的 扩张 .由 引 理 2， 
理想 7*(1=1) 是 准 素 ( 素 ) 的 ,所 以 易 得 1 (C71=1)) = h* (IU -1)). 
HF Lı €V IC -1)， 所 以 由 维 数理 论 ( 见 [138], 第 二 卷 ,第 七 章 ，8$ 7， 
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定理 21) 推 出 
WE) Liye WTI 1 eh* CIO TF 
TERORA hb CFM WCC 一 1h) a N hs) = 

h* (Fj) FT. 注意 5 三 了 所 以 CTD) = he OI + 1, SIRE. 

命题 3A 之 证 ”对 + 用 归纳 法 . 先 考虑 +r = 1 的 情形 .此 时 只 出 现 一 个 
线性 型 ,我 们 将 它 记 为 工 = >) ujxj. 并 且 7(1) 仍 用 了 表示 . 

因为 r = 1, 所 以 齐 次 理想 了 工 的 投影 维 数 dimT= 了 mm 一 ACT) = m- 
m = 0, 因而 了 的 零点 艇 (在 投影 空间 正 。 中 ) 由 有 限 多 个 点 组 成 , 设 点 数 
为 g. 

如 果 g = 1, 用 (ao ia :…: am) 表示 理想 工 的 唯一 零点 ,显然 可 以 认 
为 a; € K. 设 VT =R, IAT =R”), Fp n WT R.A B= CR). 


由 引 理 4 得 R = 》)ajuj. 由 此 易 见 理想 遇 的 基 由 多 项 式 wxzi - aixj Ci, 
j =0, a m) 组 成 . 
应 用 引 理 1 中 使 用 的 同 态 3: ALU] > ALS]. Ær = 1 的 情形 反对 称 
EWN S = (si), RNA 
OCR) = DAET = Se; e TA = S Sij Cex] = ORs 


因为 变量 sij (i <j) Æ KLX | ERAIK, ALARA BES 
Zh AU SLE OCR") = (93(R))" 中 sij G< j) KRR AREA T AE 
的 含有 理想 困 的 n 个 基 多 项 式 的 乘积 .由 引 理 1, OCR") © X™ cC ICS], 所 
UB" x" CT. 因为 X 皇 第 , m 1 RIA HUB" Cr. 于 是 工 的 
指数 不 超过 na 的 指数 ) .由 注 5 知 这 两 个 指数 相等 . 

现 设 8 之 1. I WER Me; = (aio :… tai, (i = 1,，…，8) 组 成 . 
用 贸 表示 区 的 有 限 正 规 扩 域 , 它 含 有 所 有 ai; ,我 们 来 考虑 扩张 ALX] D 
K[X]. 分 别 用 Be. 1° 表示 理想 P, I ER ALX | PAP HK. HB, C aX] 
是 所 有 在 Qj 等 于 零 的 多 项 式 组 成 的 齐 次 理想 ,那么 


B= PN 1 Be 


附录 2 关于 工 消 元 理想 


于 是 理想 1° 有 准 素 分 解 
Te Sd 


HAST, = BC = 1, =, g) ( 见 [138j, 第 二 卷 ,第 七 章 §11, 定 理 36 的 推 
论 3). 此 外 ,对 于 任何 两 个 理想 I; 和 万 Gj 可 找到 域 久 的 区 - 自 同 构 将 
L: BRAT, AMER PEA I1(1 = 1, …，8) 的 指数 相等 且 都 等 于 了 在 环 
区 [LX] 中 的 指数 n. 

AF e = 1 的 情形 ;我 们 有 Xi = CR"), 其中, G, = (RP. Ri = 
> wuj. ER R = 1,…, g) 互 异 ,应 用 命题 1 可 得 到 


Tn ti ie = CF) CRO], 


其 中 , F= Ri… Rg. 因为 域 贸 的 任何 区 - 自 同 构 只 是 重新 排列 乘积 R1…R。 
中 的 因子 ,因而 多 项 式 FRE, A Fe KLU). 于 是 理想 TCK[U] 的 所 
有 元 素 在 KU) Pape F" 整除 .但 因为 7 是 准 素 主 理想 ,所 以 其 指数 不 小 
于 nn. 由 注 5 知 8 这 1 时 结论 成 立 . 

现在 设 r > 1. AJ Ae PBA m-n Ji 的 定义 见 引 理 8 的 证 明 ). 
HFm-h* (1) =m-(m-rt+1)=7r-1, HES 8.7 是 环 
K [X] 中 的 准 素 理想 ,其 高 为 h* J) = h* (1) + (m—-h* (1D) =m, 
而 指数 与 了 的 指数 相同 .将 命题 3A Cr = 1 情形 ) 应 用 于 环 K,- 1LX] 中 的 理 
ALI GER h (J)= m= m 一 r+1) WAI SI (1) 有 相同 的 指数 .此 处 与 


J 一 起 定义 / (1) 的 线性 型 取 作 L, = D urjxj. H35 MITC N Tri 
= Ø (Tı 的 定义 见 引 理 8 的 证 明 ). 由 定义 容易 证 明 . 
JOIST TY ER aluh 

因此 J DOSTO) = 了 有 相同 的 指数 .于 是 7 1 时 命题 结论 也 成 立 .证 完 . 

由 命题 2, 命 题 3 及 引 理 6, 我 们 得 到 

命题 4 设 I 是 环 R[X] 中 的 齐 次 纯粹 理想 , h* (CD) = m 一 ++1. 设 
T= 1, Ne 1 1s (oe NL SEAR TT Si EY ME HE OY << s 
Ly (VaR =O) LE: Tn (lf Te fF) RS (a) C R: PEYIL sh 
P = VT, 并且 理想 1, 的 指数 为 ki B= (F). BAT = (F), 其 中 
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最 后 ,我 们 证 明 下 列 的 命题 . 

命题 5 设 呆 是 环 RLX] 中 的 齐 次 素 理想 , hD = mm -+1， 
BOAR =(0). 还 记 主 理想 困 (r) CREU] 的 生成 元 为 下 ,而 了 是 9(CF) 中 无 
关 变 量 SSO (i = 1,…, 7; 0 之 j <k<m) HRW ABER ROX 
的 理想 .那么 PERR J 的 唯一 的 高 为 m - r + 1 的 弧 立 准 素 分 量 , 而 且 J 
的 任何 其 他 弧 立 准 素 分 量 都 与 R 有 非 平凡 的 交 , 且 高 不 小 于 mm -r + 2. 

证 ENA OCF) C JES], mihl FE J. (1B = (F), 所 以 
BC J. 另 一 方面 , hh* (P <m +1, FAXE R, 于 是 由 理想 J 的 定义 及 
引 理 1 得 本 己 第 , 从 而 J COB. 综合 上 述 两 个 结果 知 了 = P. 

BI = J Nee N Ja 是 理想 7 的 不 可 缩短 准 素 分 解 .由 命题 1 可 得 

> = Fett =F) tae 

Biss Ji(t < d) ÈJ AAT R 相交 的 准 素 分 量 . 因为 B 4 
(0), 所 以 理想 7 也 非 零 .由 注 3 及 引 理 HEM th Je) > 
m-r+1. 于 是 因为 Jx DB, 从 引 理 7 得 到 


Te DR Yk (4) 


AAI COR, 所 以 总 存在 J 的 一 个 相伴 素 理想 包含 在 器 中 .又 由 于 已 知 条 件 
BOR = O, 所 以 存在 一 个 下 标 klk < t 使 得 VJ CB. 于 是 由 (4) 式 得 
R/T = P. 又 因为 J 的 准 素 分 解 不 可 缩短 ,因而 这 种 理想 Je 是 唯一 的 .为 
确定 计 , 设 Vi = P. 显然 分 量 用 是 弧 立 的 .最 后 ,如 上 所 证 有 J, 8; 且 因 
AS, CP, 所 以 Ji CP. FHI, = V, 从 而 由 命题 3 得 到 n= PB. 

现在 设 J 是 理想 J 的 弧 立 准 素 分 量 ,但 VJx AB. FE k> 1, 这 是 因 
为 , 若 不 然 , 则 由 (4) RVI, D P, 这 与 理想 Ti, 的 极 小 性 矛盾 .但 由 此 我 
MRA Jk N R = qR#(0) ( 见 [138], 第 一 卷 ,第 四 章 , § 5, 定理 8). 于 是 , 若 
h* Jp) << m 一 r+1, 则 由 引 理 6 得 到 J = (gq) C RLU] 是 主 理想 .注意 
BC J ,可 知 多 项 式 F 的 所 有 系数 有 公 因 子 9; 但 由 命题 1 可 推出 第 = CP) 
是 素 理想 ,因而 我 们 得 出 矛盾 ,从 而 h* J) > m -r+2, 引 理 于 是 完全 
得 证 . 


第 3 章 代数 微分 方程 的 
解 的 重 数 估计 


本 章 的 目的 是 借助 于 某 个 多 项 式 理想 在 特殊 点 上 “ 值 ” 的 下 界 估计 导出 一 
类 代数 微分 方程 的 解 的 零点 的 重 数 的 下 界 , 这 种 下 界 对 于 辅助 函数 的 构造 起 着 
重要 作用 .不 同类 型 的 超越 数论 问题 需要 不 同类 型 的 重 数 估计 .本 章 的 结果 将 
直接 应 用 于 下 一 章 , 而 它 的 方法 适用 于 其 他 一 些 类 型 的 零点 重 数 估 计 问 题 . 


3.1 D PE Wt 


设 f(z) 是 某 个 函数 ,我 们 用 ord,-o f 表示 f 在 点 z = 0 的 零点 阶 数 , 当 
然 我 们 也 可 类 似 地 定义 ord;- ef. 在 下 文中 ,如 无 特殊 说 明 ,符号 ord f 总 表 
AN ord, =of. 

我 们 考虑 微分 方程 组 


ALS Wis o's. Ym) 
Ye 


C= hs anal: | m) Cob) 
Age tis a es 


HR, Aj (Zs yao es Ym) © CLzZs yrs > Ym IGG = 0,1, «+, mIs HE 
这 些 多 项 式 没 有 非常 数 公 因子 . 
我 们 定义 算 子 
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9 = 9 
D = Aolz, x1s ts Xm) + 2 Ailz, Xr n Rw) T i2 
f= (fis 1s fn) 是 方程 组 (3.1.1) 的 解 , 而 EE Clz, x1. s xm 1. HB 
么 由 (3.1.1) 式 得 到 
A; ex fozi) 


DECz5 fC) = Apes ABNA A Cas A C2) Be 
f f j 3 l f o fz») 


于 是 有 恒等式 
DE(z, f(2)) = Ao Cz, f(z)) TEG, JEY. GED 
Z 


我 们 称 函 数组 了 = 2), e, fm 在 点 z = 0 有 DD 性质 ,如 果 它 
满足 下 列 诸 条 件 : 

D 了 是 方程 组 (3.1.1) 的 一 组 解 ; 

Gi 了 在 点 z = 0 解析 ; 

GD 存在 仅 与 有关 的 常数 co >0, 使 对 于 任何 满足 DaCa 的 非 零 素 
理想 a( 这 种 理想 称 为 对 于 D 稳定 的 理想 ) 有 


min ord E(z, f(z)) < co. (3.1.4) 
pa 


引 理 1 RA D PERRIN eS HE C(z) 上 代数 无 关 . 

证 如 果子 在 C(z) 上 代数 相关 ,我 们 用 ERRER Cz, x ，…， 
Xm J 中 由 所 有 满足 条 件 E(z, f(z)) = 0 WER E E Cz, xis s Xm] 
组 成 的 素 理 想 .由 (3.1.3) 式 可 知 理想 Cz(0) WE DE CE, 但 对 于 任何 
ZMN EC CE ord E(z, f(z)) = ©, 这 与 (3.1.4) 式 矛盾 .证 完 . 

现在 给 出 两 个 例子 . 

例 1 设 函 数 了 在 原点 解析 ,并 且 在 C(z) 上 代数 无 关 , 是 (3.1.1) 式 的 
解 .如 果 Ao(0, FO) 40, HRA f AA D PEM. 

证 BWaCClz, xis ts Xml. ax(0)， 是 对 于 万 的 稳定 素 理想 .我 们 
选取 E Ea 为 a 的 所 有 多 项 式 中 具有 极 小 的 ord E(z, H) 的 多 项 式 .如 果 
ord E(z, f(z)) 宇 1, 那么 由 (3.1.3) 式 ,多 项 式 DE 满足 ord DE (z, f(z)) < 
ord E(z, f(z)), JfH DE € a. 这 与 巨 的 选取 相 矛 盾 , 所 以 ord Elz, f(z)) 
=0. 由 此 可 知 结论 成 立 , 并 且 (3.1.4) 式 中 co = 1. 


3.2 零点 重 数 定理 113 


特别 ,如 果 (0，, 方 (0)，…， 太 (0)) 不 是 方程 组 (3.1.1) 的 奇 点 (例如 
Ao =1 时 ) ,上 述 结论 成 立 . 
例 2 如 果 方 程 组 (3.1.1) 在 C(z) 上 是 线性 的 : 


p= Dapy U= ls ws 
k=1 


其 中 , ajx(z) E CC), 那么 基于 线性 微分 方程 的 Galois 理论 可 以 证 明了 
具有 DD 性 质 ( 见 [167]). 
另 一 个 重要 例子 见 后 面 第 3.3 节 . 


3.2 A ea Be M 


考虑 微分 方程 组 


A,;(z, 本 as) 
yi= Yı » Cj 21h =, m) (em 
Ao(z, 二 aa Vind 


其 中 , Aj (zs Yis ty Ym) © C[z, yis ts Yml 并 且 它 们 没有 非常 数 公 
因子 .还 记 K = C(z). 

定理 1 BRR S= f(z) = il), > fm (Z)) EA z = 0 解析 并 形 
成 (3.2.1) 式 的 一 组 解 .如 果 这 些 函 数 在 z = 0 具有 DD 性 质 ,那么 存在 常数 
(MA FAK) cl 之 0 使 对 任何 多 项 式 4E C[z, xis s xm], A40, 有 


ord ACzs fyCz)s > Fn (20) < cy deg, A + 1) deg, A+ 1D”, 
(3.2.2) 


其 中 ,符号 dego A 表示 A 关于 变量 (xl ，…，xm) 的 (全 ) 次 数 . 

在 证 明 此 定理 时 ,我 们 将 使 用 上 一 节 中 的 记号 ,注意 域 区 在 此 取 作 有 
理 函 数 域 C(z), 对 任何 a € K, SHIHE |a| = expl- ord; -oa) ,这 个 绝对 
值 可 以 扩充 到 形式 过 级 数 域 C((z)). 在 这 个 记号 下 ,定理 1 中 的 不 等 式 
(3.2.2) 可 改写 为 
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log | ACz, f(z)) |=- cy (deg,A + 1)(degcr) A + 1)”™. 


定理 1 可 以 由 下 面 的 定理 2 推出 . 

定理 2 KEX S= f(z) = fO), s fm(z)) 在 点 z = 0 解析 ,并 
形成 (3.2.1) 式 的 一 组 解 .如 果 这 些 函 数 在 z = 0 具有 DD 性 质 , 那 么 存在 一 
个 仅 与 了 有 关 的 常数 + > 0 使 对 任何 维 数 dim I = r-1< m 的 齐 次 纯粹 
理想 了 人 区 [xo,…, Xm] = KLX] 有 


log | I(@) | =- rm7 (h(I) (deg 1)” t-n 
+ (deg Dm/ m+1-7r) ), (3.2.3) 


其 中 vw 二 (LD fale, 
现在 由 定理 2 推导 出 定理 1. 对 于 定理 1 中 的 多 项 式 A 定义 齐 次 多 项 式 


x Deer 
PEX = xftn4 A(z, EN =") € KIX] = CX]: 
Xo Xo 


将 第 2 章 命题 3( 非 阿 基 米 德 绝 对 值 ) 应 用 于 理想 TT = (P) (dim I = m — 
hA(D=m-1). 由 (3.2:3) 开 得 


log || P || » > log | To) |>- t" (h(P)(deg P)” + (deg P)™). 


Cor AAA 
但 由 定义 并 注意 | @ | = 1, 可 知 
log || P || o = log | P(@) |+ log | P |7! — (deg P)log | @ | 
= log | P(w) |+ log| P |7}, C3 2.5) 


由 绝对 值 的 乘积 公式 可 推出 | P|") <| P|. = exp(deg:4) ,我 们 还 有 
h(P) = degzP = degzA ( 见 第 2.1 45 4 il 1 和 例 3), 并 注意 deg P = 
degc) A ,我 们 由 (3.2.4),(3.2.5) 式 得 到 


log | P(@) | > log || P || o — deg,A 
>- mm (degsA + 1)(degy, A)” — deg, A. 


因为 | PCo) |=| Az, f(z)) |, 所 以 由 上 式 得 到 (3.2.2) 式 ,其 中 ci = 


2 
max(1, 7” ). 


3.2 零点 重 数 定理 


现在 证 明定 理 2, 首 先 给 出 一 些 辅助 结果 . 
BEM KXIPW AKAM. FRM vy S1 kyo. A Lt, ») 
表示 满足 
deg,P <p, deg,P = v 
的 变量 x = (xos X10 ts Xm) 的 齐 次 多 项 式 PE CLz, X] CREZ 
间 .还 用 Ly (en, DRR L(y, 思 中 的 多 项 式 模 及 剩余 数 所 张 成 的 C 矢量 空 
间 ,并 令 
Xp, v) = dimeLy (ys v) 


引 理 2 设 第 CC CCz)[X] 是 齐 次 素 理想 ,” = dimBt+1>1. 那么 
XB, v) 委 为 (CA+1) deg B+ vhP)), (3.2.6) 


其 中 , 7i 宇 1 是 一 个 仅 与 m 有 关 的 常数 . 
证 见 本 章 附 录 . 
引 理 3 在 引 理 2 的 条 件 下 , 设 v, x 是 满足 下 列 不 等 式 的 整数 : 


ym—r+l > Ydeg $, Cut Le oa CS): C4227) 


其 中 , Yo = 2m7. 那么 存在 多 项 式 P CBN Cle, X], 它 关 于 变量 x = 
(x0> ae Xm) 是 齐 次 的 ,并 且 


deg,P <p, deg,P =v. 
证 ”我们 有 


v+m 
dimcL(u, WwW = (ut+1) 


> (miu + 1)", 


而 由 (3.2.6),(3.2.7) 式 可 得 
Xg Cus v) < Villu + lv deg B+ vin)) 
Smir Get Dv, 
所 以 


XBCu, v) < dimc L(y, v), 


于 是 结论 成 立 . 
推论 1 KBCKLX] 是 齐 次 素 理 想 , r = dimPr1l>1, 并且 
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m 


=], p= [nh deg pH 


mi. 
(3.2.8) 


v = 1+ [% (deg P)” 


那么 存在 多 项 式 PE PN Cz, X], 它 关 于 变量 x 是 齐 次 的 ,并 且 


deg- P =p, deg,P = r. 


证 可 以 直接 验证 (3.2.8) 式 中 的 w, 满足 (3.2.7) 式 ,所 以 得 到 结论 . 
现在 我 们 记 d = Iaxdegcxz) Aj(z, Eia is Amdo IA 


X Xm R 
BiCz, x) = xf Aj(z, 2, =) g = ly m) B29) 
| Xo Xo 


CA; 的 定义 见方 程 组 (3.2.1)). 还 定义 环 区 [X] 上 的 微分 算 子 


9 = 9 
T = Bo(z, x)—+ Bz; X)xX 
: az 之 EET 


它 是 微分 算 子 D( 见 (3.1.2) 式 ) 的 齐 次 类 似 .特别 ,有 Txo = 0. 

引 理 4 如 果 第 是 环 K[Xj 中 的 齐 次 素 理 想 ,并 且 对 o = 
Cl TE n f N E 

log | BC@) |<- h(B) — com deg $, 

其 中 ,co 是 (3.1.4) 式 中 的 常数 ,那么 xo EB. 并 且 不 存在 任何 齐 次 素 理想 
FoR. q#(0) A Tacs. 

证 由 第 2 章 命题 6( 注 意 ,因为 Me = 名 ,所 以 式 中 的 v= 0), 存在 理 
想 遇 的 零点 及 满足 


1 
deg B + log || œ — B || < —Clog | Væ) | + h(B)) <- codeg X. 
r 


EN 


这 蕴含 
|o- Bll <e“. 
由 第 2.3 节 , 引 理 10 的 推论 1 可 知 对 于 任何 齐 次 多 项 式 C € BH 
ET oes ae Sey. (3.2.10) 
因为 ‖ xo lo = 1, 所 以 xzo ¢ $. 
设 存在 齐 次 素 理想 qC P, 9 400), HE Tao Cg. 用 a 表示 Ciz, 
X19 %*%s Re | = CLz, Fl 中 由 所 有 满足 


3.2 零点 重 数 定理 


X1 x 
d 2 m 
fo tja ee) Ee: 

Xo Xo 


的 多 项 式 A € CLz, xis to Xm] ERBER. AN q 是 素 理 想 , xo Eq. 所 以 
易 证 a 是 素 理想 ;并且 由 (3.2.9) 式 及 res D 是 稳定 的 . 
依据 D 性 质 ,存在 多 项 式 E € 0 ih 
ord El(z» fCz)) = co- (3.25 11) 
不 失 一 般 性 ,可 以 认为 EE 是 不 可 约 的 .由 理想 a 的 定义 可 知 存在 整数 n 使 
得 齐 次 多 项 式 


但 因为 | w | = 1, 我 们 有 
Il Co lla =) Coto) || Ca | | wo 7186; 
=| Co(@) |» exp(ord Cy) >| Co (@) |, 
所 以 由 (3.2.10) 式 得 
Meolo e T 


这 与 (3.2.11) 式 矛盾 ,从 而 引 理 得 证 

引 理 5 设 1IC JyCKLX] 是 两 个 齐 次 纯粹 理想 , dimy = dim J —-1. 
还 设 OC KIX] 是 一 个 齐 次 多 项 式 ,不合 在 理想 7 的 任何 伴随 素 理想 中 . 
WF (I, OCJ. HRA 

1) deg J < deg I + deg Q; 

2) h(J) < h(I)deg,Q + deg I + deg,Q. 

证 设 了 有 不 可 缩短 准 素 分 解 

T= h fy Ty 

其 中 ,了 Ti 的 根 VT, = BR, ( 素 理想 ) ,其 指数 为 kid = 1, 2,6, s). 因为 由 
假设 条 件 有 dim = dimJ +151, dim% >1, 所 以 不 妨 设 xo € V. 由 


第 2 章 引 理 12, 应 用 多 项 式 O A BV, 的 Chow 形式 的 结 式 定义 多 项 式 
G1 € KLy,. -.u,-,](r = dim T+ 1), 并 今 多 项 式 
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H = GPG, 


由 第 2 章 引 理 12 的 1) 并 注意 (Q, CJ 以 及 ki 的 定义 ,可 以 推出 
及 EE JC 一 1). BI = CP), PS Rima) uil MS Pl ae 


deg J = deg, P< deg, H = >) ki deg, Gie 83252 L23 
q 1 T=1 it 


但 由 第 2 章 引 理 5 的 3) 知 
degu G; < deg PB, -degQ (1 = 1, +, s), 


于 是 由 (3.2.12) 式 及 第 2 章 命题 2 得 到 


deg J < deg Q >) k, deg Ri < deg Q = deg I. 
p= 


注意 在 此 Me = Ø, 因而 由 第 2.1 节 的 例 1 和 例 3, 以 及 第 2 章 命题 2. 引 理 
2 和 引 理 5 的 2) 得 到 
h(J) = hCP) = deg,P <deg.H = h(H) 


= S)kiA(G) < S1k; (deg,O + hOB, + deg Bri RON 
l=1 l=1 


= deg,Q + >) kıh(Rı) + ACQ) + S\k deg $, 
1=1 [=] 
< deg,Q + h(I) + deg,Q + deg I. 


于 是 引 理 得 证 . 
命题 1 设 半 CK[X] 是 齐 次 素 理 想 ,r = 1+ dim 加 三 1, 并 且 


log | RCo) |<- r(h(®) (deg B= + (deg Pw), (3.2.13) 
其 中 ,zz 过 0 是 一 个 仅 与 函数 了 有关 的 足够 大 的 常数 , 设 OBA © Bl BE 
Pmi CK) (和 是 CCCx)) 的 代数 闭 包 ) 中 的 零点 复 的 距离 ,那么 存在 关于 
变量 x = (Xos s Xm) 的 齐 次 多 项 式 B € C[z, X], H BER, 使 得 


degxB < Vr(deg PFT , (3.2.14) 


m- 


deg,B < VT(h (P) (deg P) +1), (3.2.15) 


UF Tp =< 2: (3.2.16) 


3.2 零点 重 数 定理 


证 “我们 首先 证 明 (3.2.14) 和 (3.2.15) 式 ,分 4 步 进 行 . 
第 1 步 : 定义 理想 J 
通过 方程 r= )2” EM BMA E EB CE, X] 中 关于 x 齐 次 的 
非 零 多 项 式 , 使 下 式 取 最 小 值 : 
deg B- deg, E + (hW + Ddeg, E 


LHR E GREAT AW. RIE L = degE, M = deg,E, 并 应 用 
(3.2.8) 式 定义 4 和 v. 由 工 ，M 的 定义 , 若 4 宇 72，, 则 从 推论 1 得 


M deg P+ L( ACP) + 1) Sudeg B+ rA +1) 


<3A(A(B) + 1) (deg BP), 
因此 


L <3A(deg®)™™, Me IARI + 1) (deg P ar 
(3.2.17) 


容易 直接 验证 下 列 不 等 式 成 立 : 
Q ji+1 = 2aj;bj+1> bj+i = bj 小 2a? aj, Cj+1 = Cj 下 2àaj. 


(3.2.18) 


对 于 每 个 i = 0, …, m, 用 J; 表示 环 区 [Xj] 中 由 多 项 式 MEO < 
ci) 生成 的 理想 . 设 n 是 具有 下 列 性 质 的 最 大 整数 ; J, CB, IFA EA 
式 Eo, > En € Clz, X], 它们 关于 x 齐 次 且 满 足下 述 三 个 条 件 : 

1. degxBE; = bi L +1), degsB; = byCM +1) GC] = 0, +5 WS 

2. Ha, = (Eps +s En) CRUX] EE Ja P; 

3. a, 的 所 有 包含 在 和 中 的 准 素 分 量 都 有 维 数 m 一 n 一 1, HHE A, 
是 这 些 分 量 的 交 ( 于 是 A, 是 纯粹 理想 ), 则 


des Xr ap LAI MM San M ENU EI. 
(3.2:19) 


令 Eo = E, HÆL, M 的 定义 以 及 第 2 章 命题 1 可 知 上 述 三 条 性 质 当 
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n 为 0 时 成 立 , 因 此 我 们 推出 上 面 定义 的 nn 三 0. 另 一 方面 ,关系 式 2 CB 
wa r-1l=dimS<dimY, =m-n-1,AmMn<m-r. 
第 2 步 : 构造 多 项 式 En. 
首先 , 设 是 理想 A, 的 一 个 准 素 分 量 , 令 q = Yb, 设 1 是 b 的 指数 ,我 
们 证 明 
b= as. (3.2.20) 


用 反 证 法 . 设 ! > 2Aa :那么 由 (3.2.19) 式 并 应 用 第 2 章 命题 2, 我 们 有 


z 
a,(b +12" > deg A, = l degg I > 2ha,.; 


SAS CLAD” Sth t+" SAWRL-1l Sm, TE 


en Sarees 


m 


2 m 
a a 
所 以 有 
0 
仍然 由 (3.2.19) 式 并 应 用 第 2 章 命 题 2, 由 此 得 到 


ARCU,) kA) 1 
HAG Se MICE A 
an 


< CM LE 1)" 5 


Adeg W, deg A, 
Adegq < ; ser 
an 


=< HL + Da 


LLLA 
这 表明 当 4 充分 大 时 理想 q 满 足 (3.2.7) 式 ,其 中 ,v= 工 -1, y= M. 由 引 
H 3, 存 在 齐 次 多 项 式 PE 9 满足 条 件 


degP = L-1, deg,P <M. 


因为 P € 9q 己 第, 上 式 与 多 项 式 EE 的 定义 矛盾 ,所 以 (3.2.20) 式 得 证 . 
其 次 RIMER: 存在 i, j,0<i<n,0<j<2ha,, tE TIE; ¢ q. 

理想 q 在 a, 的 相伴 素 理想 的 集合 中 是 弧 立 的 ,因此 存在 多 项 式 万 人 q, 使 

得 G'H € a, (对 任何 G € 9). 设 具 有 上 述 性 质 的 i, j 不 存在 ,那么 因为 


3.2 零点 重 数 定理 


1 <2da,, 我 们 可 得 到 T'CG'H) E 9. 但 因为 G E q, 所 以 (TG)'H € Q; 
HAW o BAMA. H ¢ q 从 而 TG Co. 于 是 TqCq, 注意 (3.2.13) 
式 , 可 知 这 与 引 理 4 矛盾 .因此 具有 上 述 性 质 的 站 ,1 确实 存在 . 

最 后 , 设 %,， …， 9s 是 理想 A, 的 全 部 相伴 素 理想 ,由 上 面 所 证 ,对 每 个 
VO SVS 8). 4 fon Jus ORI, an, 0S jf, Aan EA TLE; ¢ 
Gy 我 们 令 


Eni = Dp hro THE; 


其 中 , 7, EC, r, EZ, HEEREN En 是 齐 次 多 项 式 , En ¢ 
GLS v <8). 

第 3 步 : 证 明 In SB. 

Hon 的 定义 ,只 用 证 明 : 车 Jn CB, WW Eo, s En 满足 条 件 
L935 

对 于 (3.2.9) 式 定义 的 多 项 式 Bj , 令 


do = max (deg,B;, deg,B;), 


0<j<m 
由 (3.2.18) 式 ,并 注意 do <A, 我 们 有 
degxEnt+1 < ba CL +L) 2doàa n < basi CL + 1D; 


deg -Baii < by CM + 1) + 2doday < busi M +1): 


FES j= n +1 条 件 1 成 立 ; 而 由 En 的 定义 及 (3.2.18) 式 知 条 件 2 也 成 立 . 

BME One ATE BPAY HATER PEA ane C Jne CB, 所 以 
i A AN FEE FM Dans. = (Ans Envi), RNA BOMDa,. 注意， 
HEME ADL CED P UAL RIRE AE B H RL HY An 的 定义 可 知 
an 的 含 在 及 中 的 相伴 素 理想 就 是 A, WEE R P AY FI He A PE Be BE 
9，…，q ,从 而 存在 一 个 理想 q CM. 因此 dim 嘱 过 dimqj = m-n-1. 
WR dimM = m -n-1, MAM = q. BAX Ens, EMK Ens É Qj» 
所 以 这 不 可 能 .于 是 dim M< m -n - 2; AX ans 由 n+2 个 多 项 式 生 成 ， 
所 以 这 意味 着 dimM = m-n -2. 于 是 我 们 证 明了 an MAA BP 
的 准 素 分 量 均 有 维 数 m — n — 2. 

令 = Un Nal, Hab ade an 的 不 在 %， 中 出 现 的 准 素 分 量 的 交 .如 
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R IEAn 的 一 个 准 素 分 量 且 路 = VT, RMABSKAMD A BAS 
POMD a’, 这 不 可 能 .因此 a 不 含 在 观 中 ,从 而 由 关系 式 , Na’ CC 
0 
=) rear 我 们 有 

Nas Enr) E 


应 用 引 理 5 以 及 (3.2.18),(3.2.19) 式 ,可 得 
deg Ani1 < deg An + degxEnt1 S ansi (L +1)", 
ACU ns) = AN) « degeEnri + deg X, + deg,E, 4, 
< secu CE + 1)"+1. 


这 表明 (3.2.19) 式 当 n 换 为 n + 1 时 也 成 立 .于 是 条 件 3 在 现在 情形 成 立 . 

第 4 步 : ((3.2.14) 和 (3.2.15) 式 ) 证 明 的 完成 . 

由 上 可 知 , Jiri 性 条 将 导致 与 n 的 “ 极 小 性 ” 相 矛 盾 , 所 以 Jn 不 含 在 
BP. AA n<m-rom, HU Im 性 第 也 不 可 能 ,这 表明 存在 i, 0< 
ise, -1,:H A= TEER MCS TAEL. 

E B = C?. 由 (3.2.17) 式 ,并 注意 TT 的 定义 ,可 得 

degxB = 2deg,C < 2deg,E + 2¢,,d5 2L + 2cndo 
<22"" (deg BT, 


deg,B = 2deg,C < 2deg,E + 2cndo < 2M + 2c,,do 


m 


= ae (h (BR) (deg DO mi? ae (32-21) 


¥ #2 (3.2.14), (3.2.15) SRE. 


下 面 来 证 明 (3.2.16) 式 .因为 4 © SB, 而 |* | 是 非 阿 基 米 德 绝对 值 , 所 
以 由 第 2.3 WHER 24 || Allo <P. AW Alao =| Am || A |7} 


| a =a =| Ao) | exp(ord A) >| A(@) |, 所 以 有 
ord A(@) =- log | A(@) |>- log || A llo > log =. 


于 是 由 C 的 定义 知 


3.2 零点 重 数 定理 


ord C(@) = ord A(@) 一 1S log = - aus 


由 此 得 到 
log || C || » == ord C(@) = log | C |< log +1 + deg,C. 
(3.2.22) 
由 第 2.3 节 命 题 6( 注 意 MW. = OD) 及 (3.2.13) 式 ,有 


deg B+ log 2 < ~(log | BC@) |+ hCB)) 
a Sth OB) (deg Be + (deg B=) 
r 


如 果 4 充分 大 ,那么 由 上 式 及 (3.2.21) 式 得 到 


1 : 3 
deg B(—log e + 1 + deg.C)<- L (AOD deg Pr + (deg BT) 


+ deg B + 22” (AOR) (deg PF + deg B) 
<0. 
于 是 由 (3.2.22) 式 可 知 当 4 充分 大 有 


i 
log || C lo < 708P. 


因为 B= C, 所 以 (3.2.16) 式 得 证 .命题 证 完 . 
定理 2 之 证 de i od dd 
I 表示 维 数 最 小 的 这 样 的 理想 ,还 令 + = 1 + dim]. 那么 


log | 1(@) |<- r™’(h(D) (deg Dm + (deg Im) 
(3.2.23) 


设 I, nie) I; 是 了 的 全 部 准 素 分 量 ,k j 是 其 指数 = MT; 是 其 根 (J = 
1,，…,， s). WRA 


log | H Co) | >- cr" Ch (Pj) (deg P= + (deg P=) 


(J = 1, ts SDs 
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log | Ttw) | = >, kilog | Bj Cw) | 


St >) kj (deg Be 
faa j= 


>- 1" (deg Dm X) kA (Hj) - e” (X) kj (deg Bp)" 
j=l j=1 


r 


=— tm (h(I) (deg [mm 
3X45 (3.2.29 RAG. KEEA RC KIX], dim% = r — 1 878 


r m 


log | BC@) |<- 7™" (ACB) (deg Pr + (deg P=). 
(3.2.24) 


7 + (deg IJI); 


BE B 是 命题 1 所 证 明 存 在 的 那个 多 项 式 .我 们 要 对 不 同情 况 借助 理想 
条 和 多 项 式 BSH. 
先 设 + = 1. 将 第 2 章 命题 4 应 用 于 理想 呆 和 多 项 式 B,( 该 命题 的 3) 
中 > FA G32). 16) st Al 他 三 | BC a) | ; MA al 所 Wy 认为 Stay = 1 , 由 
(3.2.14) 08.2. 15358 
log | BC@) | =- h(B)deg P- h(B) + deg,B 
=— deg,B + deg V- h(B) + deg,B 


>- 2Vr(h(B) (deg PV)” + deg P), 


这 与 (3.2,24) 式 (其 中 + = 1) 矛盾: 
现 设 上 二 2. 我 们 考虑 将 第 2 章 命 题 4 应 用 于 困 和 B 所 得 到 的 理想 7， 
依照 该 命题 并 注意 (3.2.14),(3.2.15) 式 可 得 
deg J < deg $ + deg,B <Jt(deg PS ， (3.2.25) 


h(J) < hCB)deg,B + deg Bdeg,B 


< 2VTCh (P) (deg B= + deg P), (3.2.26) 


log | J(@) | < log | Pæ) |+ h(B)deg,B + deg B+ deg,B 


< log | Po) | + 2Vt(h(B) (deg B= + deg P) 


1 r m 
=n ot SAC) deg PIa- + (dep Bea). (3.2.27) 
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理想 J 满足 关系 式 dim J = dimB-1 = r-2<dim/, FÆHdim 7 
的 “ 极 小 性 ”得 到 


log | J(@) |>- em oD (hdeg F= + (deg JR ). 


由 此 不 等 式 及 (3.2.25),(3.2.26) 式 可 知 


r 


il 
log | J(@) |>- oe (hOB) deg Par 


+ (deg Bm). 


此 式 与 (3.2.27) 式 矛盾 . 
综 上 所 述 ,证 明了 开始 所 说 的 那 种 理想 7 不 可 能 存在 .于 是 定理 得 证 . 


3.3 Ramanujan 困 数 的 重 数 估计 


我 们 考虑 Ramanujan 函数 


nz” 
9 
2. zm 


Piz) = 1=24 ainz" = 1-245 i 
n=l w= 


= a 23 
Oz) = 1+ 20 So, lajar = 14 Boy =, 


n=1 he 

- 12 z 

R(z) = 1-504>)o5(n)z" = 1- 5047; ; 
n=] #=1 2 


〈 见 4 超越 数 引 论 》 第 三 章 第 三 节 ) ,它们 形成 微分 方程 组 


eet ee oe = 1 po R); z = 二 (PR - Q?) 
dz z 2 
B3. 


H — 4H ff ILC108]), K. Mahlerl® yE ENE C(z) 上 代数 无 关 . 现在 给 
出 它们 的 零点 重 数 估计 . 
定理 3 WL. Ls 是 整数 , Li 宇 1, Lz >1. 那么 对 于 任何 多 项 式 
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ACZs Xir Xo» Xa) € Clz, Xis X2» x3], A AO, deg,A < Ly, 
deg x;A Lei = 1, 2,3), 4 


ordAtz, Piz), Oz); RIDI = ci hes 


其 中 , c > 0 是 一 个 绝对 常数 . 

注 1 Yu. V. Nesterenko 在 [80] 中 证 明 ; 可 取 c = 2。1045. 

根据 定理 1, 我们 只 需 证 明 函 数 P(z), Q(z). R(z) 具 有 DD 性 质 , 即 可 
得 出 定理 3. 为 此 ,本 节 将 主要 证 明 下 列 

命题 2 如 果 轴 是 环 R = Ciz, xl，x2，x3s] 中 的 素 理想 ,并 且 满 足 
DCR, #00, 1; 1, 1) 有 一 个 零点 ,其 中 


O E oe a 
DiSeg + ( ) + 一 (人 = ) 
ie ee ig eee ge 
1 ee 
+ 一 (Xi ) ; 
2 ESA *2 9 X3 


那么 或 者 z EP, MAA = x2 -x3 € Bz 

注 2 此 处 的 A 与 通常 文献 中 的 记号 相差 一 个 数值 因子 12- 3 (参见 
《超越 数 引 论 》,p.54) ,显然 ,从 数学 上 看 没有 本 质 性 差别 . 

我 们 首先 给 出 一 些 辅助 结果 . 

我 们 有 Dz = z 以 及 


DA = Ke (XL He = Xo) = Me Cx Xe — x2) = x A. 


因此 由 z 和 A 在 钨 中 生成 的 两 个 主 理想 (z) 和 (A) 对 于 D 是 稳定 的 . 
引 理 6 用 中 仅 存 在 两 个 对 于 稳定 的 素 主 理想 , 即 (z) 和 (A) . 
证 设 A E 久 是 任意 具有 性 质 A1DA 的 不 可 约 多 项 式 . 那 么 DA = 
AB, 其 中 , BER. 
对 任何 ERREX F 的 权 为 


LF): = dee FCs, txis L Xart X): 


p 具有 下 列 性 质 ， 
1. 对 于 任何 整数 kis kos ka > 0 所 有 单项 式 DCE xk x 所) 有 相同 
的 权 ， 


3.3 Ramanujan 函数 的 重 数 估计 
PDair xp = 1+ CrP xk) = ky + ky + 3k +1; 
2. FEM F CRA 
PCDF) < ¢(F) +1; 
3. Xt FE F, GERK 
PCFG) = oF) + (G). 


这 些 性 质 可 以 由 权 的 定义 及 D 的 表达 式 直 接 验 证 . 
应 用 性 质 2 和 3, 可知 关系 式 DA = ABA 


CA) + øB) = DA) < gA) +1, 
因而 pg(B) <1, 从 而 BA xz, x3 HH, AKF xl 的 次 数 志 1. 由 此 可 得 
DA = (axı + DA, C35322) 
其 中 , a, b € Ciz]. 我 们 还 可 从 AB = DA 推出 
deg,A + degzB = deg,(DA) < deg,A, 


因此 ， a; b E Cc. 
BEC HA 的 具有 极 小 权 的 那些 单项 式 之 和 . 设 A = C+ Cy, BAH 
(3.3.2) 5048 


DC + DC, = ax,C HDG + (axı ag bET 
比较 两 边 权 为 pCC) 的 单项 式 之 和 并 应 用 性 质 1, 我 们 得 到 


Cs 


= bC. 


在 此 式 中 比较 CERP 的 最 高 次 宕 的 系数 可 知 = degC EZ. S 
Atz PCJ Q(z) RZJ) = mz” + Cai Zh +s Ca #0; 


用 恒等式 (3.3.2) ,我 们 得 到 


Ce) 


= ZAG, PCz), Q(z), R(z)) = memz™ + 
Z 
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比较 上 式 两 边 z” 的 系数 ,我 们 得 到 

CG FDC = INC ya Q b= m. 
因为 已 证 b EZ, rl a, b 都 是 整数 . 


DEA Ls LY == (ax, aod a e (3. 85.3) 


A 
a 


0 
借助 (3.3.2),(3.3.3) 式 易 验 证 DS = 0, 于 是 若 记 


gle) = Mz Piz) QOG R21); 


d ? = 
WA 8(z) = 0, 从 而 函数 8(z，P(z)，@Q(Cz)，R(Cz)) 是 一 个 常数 .但 
之 


因为 Ramanujan 函数 P(z)，Q(z),，R(z) 在 域 C(z) 上 代数 无 关 , 所 以 
SCzy xis Noy X3) = cr (CI WAEBRAO.H3.3.ORE A = cz? CZ, 
a 宇 0,b 宇 0 为 整数 .因为 A 是 不 可 约 多 项 式 , 所 以 只 有 两 种 可 能 : a = 1, 
b=0 及 a = 0, b=1, 这 分 别 给 出 A = GARA = c1z, 于 是 引 理 得 证 . 
注 3 上 面 实际 证 明了 角 中 对 于 DD 稳定 的 主 理想 有 形式 (A"z*), 其 
Hoa, b 是 非 负 整数 . 
引 理 7 微分 方程 组 


-PP = 4(xf - g), 
(x? — fig’ = 6(xg - f) 


(3.3.5) 


有 唯一 一 组 满足 f(1) = 1, gd) = 1 的 代数 函数 解 1/(x)，g (x), 亦 即 
上 

证 YER f(x) = x? B glx) = x* 往 足 微分 方程 组 (3.3.5)5 用 反 证 
法 ,在 下 面 证明 中 可 设 f(x) x. 证 明 分 三 个 步骤 . 

1 4A u(x) = x* = fCX) B vie) = xflx) -— g(x). HA xg -— f= 


Xu =u? = xv, wu = 2Zux—uf = 2ux = 4v, uv = uf + 4x0 = 
‘ i 5 
6x? u +6u? + 6xv = 5u? — 5x? u + 10xv = 5u? — gxuu’, 所 以 u(x), 


v (x) 满足 微分 方程 组 


3.3 Ramanujan 函数 的 重 数 估计 


uu = 2ru = ap, 
(3.3; 6) 


2y = 10u —5xuv", 
并 且 u(1) = 0, v(1) = 0. 因为 u(x) 和 v(x) 是 代数 函数 ,所 以 存在 自然 数 
l 及 参数 化 (因为 ud) = v(1) = 0, 所 以 这 里 考虑 在 x = 1 的 分 支 的 参 
数 化 ) 
ea Pea = Sarits v= bp 


ASI, wu Sl, ag, bk CCH arb, 40. 我 们 还 设 1 已 选取 为 最 小 可 


会 将 


im 


首先 ,(3.3.6) 式 中 函数 展开 式 有 下 列 初 项 : 


A 
xu = at? ue EU = Te He oey 
À 
uu = pa! tos, pl = ee +. 


将 它们 代入 (3.3.6) 式 中 的 第 二 个 方程 可 得 
人 Rae pi haa 
2 Tut + = 10agt* + 5 ao ge Co. 7) 


比较 两 边 1 的 最 低 次 宕 的 指数 ,可 知 4 = /. 若 将 前 述 展开 式 代 入 (3.3.6) 式 
中 的 第 一 个 方程 , 则 得 


Fait! vee = Dagt* + oe = Ab yt® = vee, (3:38) 
这 表明 必然 24- 1 SA, 所 以 A 宇 1. 
其 次 ,比较 (3.3.7) 式 中 两 边 六 的 系数 得 到 
2b, == 5a,. (3.3.9) 
如 果 4 二 1, 那么 比较 (3.3.8) 式 两 边 1 的 系数 ,有 
Zax = 和 bs 0, 


由 此 式 及 (3.3.9) 式 可 得 a, = 0, 这 与 假设 矛盾 ,因此 和》 = 1, 从 而 由 
(3.3.8) 式 得 到 
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a? = 2a) = Aba. 


由 (3.3.9) 式 和 此 式 推出 a? = 12aj. A a, £0, HV a, = 12, 以 及 bi = 
— 30. 

现在 我 们 证 明 1 = 1. 设 不 然 , 则 /三 2. Sr EWE Fa, 40H ITA 
整除 r 的 最 小 正 整 数 .这 个 数 是 存在 的 ,因为 ! 的 选取 有 具 有“ 极 小 性 ”( 不 然 ， 
(3.3.6) 式 中 第 一 个 方程 将 列 含 所 有 非 零 系 数 bx 的 下 标 均 被 1 整除 ). 比较 
方程 组 (3.3.6) 中 第 一 个 方程 两 边 1” 的 系数 ,我 们 得 到 


rt 


a,a; = 2a, “Ubby 


或 因为 a, = 12, 由 此 得 


poe 
I 


类 似 地 ,在 (3.3.6) 式 的 第 二 个 方程 中 作 相同 代 换 并 比较 两 边 六- 的 系数 ,得 到 


Wr = 2a, —~46,. (3.3.10) 


vee =-5_4,, 
l l 


或 

2b, +5a， = 0. Ca LD 
由 (3.3.10),(3.3.11) 式 求 得 ra, = 0. (AR r>1, 所 以 a, = 0, 这 不 可 
能 .因此 确实 1= 1. 于 是 函数 u(x) 和 v(x) 在 点 x = 1 的 邻 域 中 单 值 ,并 是 


WE vy = 0, Cy S128. RLY == BO: (93 12) 


2 现在 证 明 w(x) 和 v(x) 在 点 x = 1 的 所 有 导数 是 唯一 确定 的 , 亦 即 
微分 方程 组 (3.3.6) 存 在 唯一 的 在 x = 1 的 邻 域 解析 且 满 足 条 件 (3.3.12) 
Th AY fe. BE k 三 2. 若 将 (3.3.6) 式 中 第 一 个 方程 微分 上 次 , 则 可 知 函 数 


wu ED ee ea a Sa A a al 


可 表示 为 x Mus u', ass a u‘*- 了 的 多 项 式 .考虑 到 (3.3.12) 式 , 即 知 量 
(6k + Sw (1) +2vC1) 


Hud), ud), =, uP A) 唯一 确定 .同样 地 ,对 (3.3.6) 式 中 第 二 个 
方程 微分 k -1 次 ,可 得 知 量 


3.3 Ramanujan 函数 的 重 数 估 计 


Su (1) + 2v P (1) 
可 通过 uP, (PMDO<jcaqk-1 唯一 地 表示 . 这样, 导数 值 
U'(1),，v 人 人 (1) 也 是 唯一 确定 的 .这 就 证 明了 上 述 论断 . 
3 在 点 x = 1 的 某 个 邻 域 方程 x = P(z) 将 z 唯一 地 确定 为 x 的 解析 
函数 并 且 在 x = 1 为 零 .我 们 用 P -1(x) 表 示 这 个 函数 , 令 


Fix) = Op MAI), Gtx) = RP CN 


那么 F(x) 和 G(x) 是 x = 1 的 某 个 邻 域 中 的 解析 函数 , 且 易 验证 它们 满足 
微分 方程 组 (3.3.5) 及 初始 条 件 FA) = 1, GQ) = 1. 另外 还 有 


1 
Zz Ss PCL) So = AO Cx Ly 


GX) 21 H21Ce— A) + ess, 


但 由 此 可 见 函 数 U(x) = x? — F(x), V(x) = xF(x)- G(x) 也 满足 微分 
方程 组 (3.3.6) 及 初始 条 件 (3.3.12). 由 上 面 所 证 唯一 性 ,得 到 u(x) = 
U(x), v(x) = V(x), Am f(x) = F(x), g(x) = G(x), 于 是 F(x) 和 
G(x) 是 代数 函数 .但 若 将 x = Pz) 代入 某 个 恒等式 A(x, F(x)) = 0, 此 
处 A(x, y) © CLx, yl, MAREE MR POM OCx) 间 的 代数 关系 式 
ACP(z), Q(z)) = 0. 这 与 P(z), Q(z),，R(z) 在 Cl(z) 上 的 代数 无 关 性 
矛盾 .于 是 引 理 得 证 . 

注 4 上 面 的 证 明 是 基于 C.L. Siegel’!!! 的 思想 ,他 首先 用 来 研究 特 
殊 的 Riccati 微分 方程 的 代数 解 .对 此 还 可 见 [115]. 

命题 2 之 证 设 呆 是 命题 2 中 的 素 理 想 ,并 设 9q9 = BN Clr. x, 
x3]. 那么 9 是 素 理想 ,并 且 Daca 下 面 分 五 种 情况 讨论 . 

首先 设 q9= (0), RA B= (4), 其 中 , A 4 CLx1, xz, x3], 于 是 由 引 
理 6 得 第 =(z). 

其 次 , 设 q 门 CLx1j] #0), 那么 因为 9 是 素 理想 ,所 以 存在 常数 cs 使 
xi ce Eq. AAO, L 1; 1) 是 第 的 零点 ;我 们 得 到 cs = 1, 因而 
xı 一 1 € 9 或 即 x; = 1(mod o). 因为 9 对 于 DD 稳定 ,所 以 D(x, -1) = 


1 ‘ 3 
TA = x3) €q, RE xo = x? = 1 (mod 9). 类 似 地 ,D(xs 一 1) = 
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EE 一 X3) E 9q 给 出 x3 =1(modaq). 因此 A = x = X: = 0 (mod Q), 


从 而 A € q. 

第 三 种 情形 是 9#(0), Hg Cixi x2] = (0), 那么 q = CA), 其 中 
A ECLxi, x2,，x3j, 并 且 AIDA. 由 引 理 6 可 得 到 (A) (A), 因此 
A Eg 

q#(0) mia N CLx,, x3] = (0) 时 ,可 同样 地 证 明 有 AE g. 

最 后 一 种 情形 是 


9 门 Chea = (0), q 何 (全 用 本 ， x2 | #(0), q a Cl x1; x3 | # CO): 


此 时 存在 不 可 约 多 项 式 A(x, x2), Bx, x3) € 9. HRB. RNA 
Atl; D = BO; 1) = 0. 注意 QL 加 ,Wy /9 Cla. Gs hh 其 中， 
&, & ECC) ETM. & OC EMMA ACE. &) = BCA, &) = 
0. 于 是 存在 代数 函数 yo), 200) ,满足 y(1) = z0) = 1, 并 且 函 数组 
(x，y(Xx)，Zz(X)) 是 理想 9 的 零点 .关于 x 对 方程 A(x, y(x)) = ORG, 


可 得 


aA JA / 
— Xe VORID RY Cd S 0: C323), 13) 
9 Xi aXe 
因 多 项 式 
on JA 4 aA 
DA = ( 4 + z= ， 
T Ky ta) PY ag time x3) a xy Eq 


mx, y(x), zl(x)) 是 9 的 零点 ,所 以 


Te JA 1 aA 
age? WY Ta yO) + layl = zC) Pad y(x)) = 0. 


由 上 式 及 (3.3.13) 式 消去 3 47/axi ,我 们 得 


9 


1 j 1 
ed yx) (5? = SV GRD Ge = zyx) = z(x))) = 0 . 


(3a LL 


因为 


3.4 补充 与 评注 


JA 
9 X2 


CX» yCx)) £0; 


因此 由 (3.3.14) 式 得 知 yYCx)，z(x) 满 足 (3.3.5) 式 中 第 一 个 微分 方程 .将 
上 面 的 推理 应 用 于 多 项 式 B, 可 得 知 y(x), z(x) 也 满足 (3.3.5) 式 中 第 二 
个 方程 .由 引 理 7 得 到 yCx) = x7, z(x) = x3, FH AC, x2) = x? - 
X2， BCX, X2) = x? = X3. 这 表明 理想 qg 含 有 多 项 式 
(xg — x?) (x2 + xax? + xt) — (x3 一 x3) (x3 + x$) 
=e - ag = A, 


于 是 对 此 情形 命题 结论 也 成 立 . 命 题 证 完 . 


<| 
=! 
a 


3.4 补充 与 评注 


1 现在 补充 两 个 例子 ,说 明 如 何 借助 代数 的 考虑 给 出 零点 重 数 估计 . 
命题 3 (Tijdeman 指数 多 项 式 零 点 估计 定理 ) 设 so +, am 是 不 同 
的 复数 ,并 令 
Fes = Sa) (zie, 


i=0 


其 中 , a;(z) € C[zj(i = 0, =, m). 那么 


ord F Cz) << — 1+ >) (deg a; (z) TER 


i=0 


证 WM = ord F(z). 不 失 一 般 性 ,可 设 a; (z) #0(i = 0, +, m). 


alz) = byz"i tee, b; #0 Ci = Qy = m). 


Poty = Yap kz OS ka my, CIRAD 
i=0 
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Aki(2) = biakzm + =- € CLz] 
令 A(z) = det(agi (z))o<j, kem- 那么 
A(z) = bor bm adeta Dg ecm + 
其 中 ,最 高 项 系数 是 Vandermonde 行列 式 与 bo…by 之 积 , 因 此 ACz) 40, 
并 且 deg ACz) = note t+ nm. 
由 Cramer 法 则 从 (3.4.1) 式 得 到 


ACz)e%? = Ap Nz (OR La Wd), (3.4.2) 


其 中 ,Aix(z) 是 元 素 为 axi(z) 的 行列 式 , 所 以 ECLz]. 显 然 有 
ord F(z) >M-k (O<k<m). 


于 是 由 (3.4.2) 式 得 到 
ord ACz) => M-m, 
从 而 
M x ord Az) + M = ngot «=+ np- m 


==] + >) (dega;(z)+ 1). 


下 面 的 例子 是 Schneider 方法 ( 见 《 超 越 数 引 论 ) 第 二 章 第 三 节 ) 中 使 用 
的 辅助 函数 的 零点 估计 . 
命题 4 设 5 是 一 个 自然 数 ,a, 8 是 复数 ,az0, pQ, 并 且 a 不 是 单 


位 根 , 令 


Pizy Sar a 
1=0 


其 中 ， a,(z) E Criz] CI = 0, Fa m). 如 果 
Feu + @v) = 0 Cites =; et S= 1), E ED) 
那么 
S? 雪 2>,degai(z) + m?. (3.4.4) 
1=0 


w ARS Mies ew azy $0 XL = 0, os aed. 记 apts) = 
bizi a i 易 见 


3.4 补充 与 评注 
下 (345) 
1=0 
其 中 
Q(z) = dilz + kja = bjel*z*) +o € Ciz]. 
于 是 有 
ACz) = detla g (Z) oc), k<m 
= bgt be Oe det (Ca ocr k<m 机 
因为 a 不 是 单位 根 ; 所 以 oa 二 a(t 当 1, t 1g). FH AG) £0, 
deg ACz) = Wo ++ Ame 
由 (3.4.5) 式 可 得 
A(z)alz = DAF(z+k) 0<1< m). (3.4.6) 
k=0 
依据 条 件 (3.4.3) ,我们 从 (3.4.6) 式 得 
Alu + pv) =0 Osx ux sS- m; avash CAEI 
因为 8 是 无 理 数 ,所 以 (3.4.7) 式 列 含 
一 
FE 
iit = >)degar(z). 由 (3.4.8) 式 得 
1=0 
S2< c+ Sm, (3.4.9) 


F 1 
但 Sm 之 了 (3 ME) es Se Sm + m?) = Fr+ m?) + 二 Sm 所 以 


Sm 委 z+ m’, 最 终 由 (3.4.9) 式 得 到 S? 之 2r+ m?, 于 是 (3.4.4) 式 得 证 . 

2 命题 3 的 证 明 的 思想 源 于 C. L. Siegels], 1955 年 , A. B. 
Shidlovskii( 见 L115]) 发 展 了 这 个 方法 ,用 于 研究 Siegel E 函数 的 值 的 代数 
无 关 性 .1977 年 ,Yu. V. Nesterenkot68] 首次 应 用 一 般 消 元 理论 和 交换 代 
数 技术 研究 C(z) 上 线性 微分 方程 解 的 多 项 式 的 零点 重 数 估计 ,并 应 用 于 E 
函数 的 研究 .在 其 后 的 工作 (如 [74, 75j 等 ) 中 作 了 进一步 改进 和 推广 .1996 
年 ,这 个 方法 被 成 功 应 用 于 Ramanujan 函数 的 数论 性 质 的 研究 ,建立 了 
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和 ee" 的 代数 无 关 性 .对 此 可 见 [79 一 82]. 本章 内 容 主 要 取 自 这 些 文献 .这 种 
类 型 的 零点 估计 研究 还 可 见 [11,15j 等 . 
上 述 零点 佑 计 方 法 还 可 应 用 于 Mahler 函数 , 见 第 5 章 . 
命题 4 的 证 明 思 想 被 推广 到 代数 群 上 的 多 项 式 的 零点 估计 的 研究 . 
在 书 L131] 的 第 5 章 和 第 8 章 有 很 全 面 的 论述 ,还 可 参见 [84] 的 第 十 一 章 ， 
以 及 D. Bertrand 的 曾 述 性 论文 .有 关 的 原始 资料 可 见 P. Philippon 的 
论文 04'105 及 D. W. Masser, G. Wiistholz 的 论文 [62,63， 13714, 
4° Yu. V. Nesterenkol™™ 4 H ZK PEAR AY PEGE K BAY ER EL Al 
T BE KL x0. s Xm] (区 为 特征 0 的 域 ), BE CEz, x9, xm] E 
BE ZLxo，…， xmj 三 种 情形 .本 书 引 理 2 给 出 其 中 一 个 结果 .关于 这 个 方 
面 的 研究 概况 可 见 [844 的 第 九 章 ( 几 何 Hilbert 函数 的 上 界 ). 
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设 BC C(2dLX] EFKE, r= dim B+ 151. 对 于 整数 vy 宇 0， 

上 A 宇 0 用 Lu, v) 表 示 满 足 
degzP <p, deg,P = v 
的 变量 x = (xo，X1，…，Xm) 的 齐 次 多 项 式 PE Ciz, X] K CRES 
间 ,并 用 Ly (x, 小 表示 L, v) 中 的 多 项 式 模 轴 剩余 类 所 张 成 的 C 矢量 空 
EESE 
XVu, v) = dimcLy (yp, v), 
ERA PUA BC Cz) LX] 的 特征 函数 .我 们 断言 
XPC, V) < V (Cu + 1)v" deg B+ rh)), 

其 中 , Xi Sl RMS m 有 关 的 常数 ( 即 正文 引 理 2). 

为 证 明 这 个 结论 ,需要 一 些 辅助 结果 . 

To KK = Cz) K K, = K[ui; -, u,], 其 中 ， u HS ACW ga ees Ujm)> 
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aA<j< r), FE K = 还 用 A 表示 域 K,-1 的 正规 扩 域 ,如 第 2 章 引 
理 4 中 所 定义 . 

当 7 宇 2 时 ,可 将 偏 导 数 3/9upg (p = 1, +, r-l; q=0, +, m) Hf 
HFR K,- 上 ,并 且 可 将 它们 唯一 地 扩充 到 域 E.E K 上 这 些 偏 导 
数 是 交换 的 ,所 以 在 A 上 也 是 交换 的 . 

引 理 1 r >2, MA is j: p,q 有 


aa aa’ 


q 
DU pg IU po 


JEP aal ”如 第 2 章 引 理 4 所 定义 . 
证 REX j= 1 证 明 ,并 简 记 a; = of? ,还 令 ao = 1. 将 算 子 93/3 u po 
作用 于 第 2 章 引 理 4 的 4) 中 的 方程 ,得 到 


bs da; 
Oy, + >) ui: 0 CL ag ors pT E 
i=1 IU po 


其 中 ,6,, /是 Kronecker 符号 . 

因为 (由 该 引 理 )(1 tay : … : am) 是 理想 第 的 一 般 零 点 , 且 h* OB) = 
Wp a es By, ae ea ees A 
( 见 [138] ,第 二 卷 , 第 七 章 , 第 7 TE 20). RRE, A BE ay, 4 
TE K ERER. S Prs, Pm E 困 是 不 可 约 齐 次 多 项 式 , 使 得 多 项 式 
Pi NE xor os xyr XY ERE: 


Pal aya 95 Qu Gp SO OT pe pa (2) 
将 算 子 9/9 upo 作 用 于 (2) 式 ,得 到 


es a Pi d di oP, Ja 
oF (a) =0 Ch =s ney my ©) 
m OX; Jup xı 9 U po 


其 中 , a = (aq, a, s, am). 用 A 表示 m MER, EN r - 1 
Chis os Um IC = 1, yr = D Bam re lee 


ap 
人 
IX DX ys 
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还 令 A: 为 另 一 个 m HEM ,其 前 r- 1 列 为 


day, Iam F 


’ 9 (p = 1, =, P= 
9 U po 9 U po 


HAR m-r+1 HH 
CO po tts OR (T= 7， ae 


此 处 + 表示 转 置 .由 (1),(3) 式 可 知 Ay Ay 是 上 三 角 和 矩阵 ,在 主 对 角 线 上 ,前 
r 一 1 个 元 素 为 1, 其 余 元 素 为 


因为 多 项 式 Pi AH] A. H. SB A Kl xos bier | Km J = (Os 所 以 


oP; 


(a) #0, 
3 X] 


JF H. 


"3P 
det Adet Az = (- D77 [] 3— C0) #0, 


l=r Xl 


于 是 和 矩阵 Ay 是 非 奇 异 的 . 


9 a 
现在 将 算 子 a 作用 于 上 述 引 理 的 4) 中 方程 ,容易 验证 
Pq po 


13u 

T ( ) 1 1) 

= = 5 BERKS — s 4 
a ui, ys TF r (4) 

将 此 算 子 作用 于 (2) 式 得 到 

oP, 9a; d Qi 
> co 人 a ie Cl = ry, m). (5) 
f= OX; IU pg IU po 


因为 A, 非 奇 异 , 所 以 从 (4),(5) 式 得 


Oa; Ja; 
i Uh CE SG sey ore) 


aq 
IU pg IU po 


AY i = 0 时 上 式 显然 成 立 .于 是 引 理 得 证 . 
id Bor) = CF). Hp F ER SB WY Chow 形式 ( 见 第 2 章 命题 1). 选 
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Wuye KK(j = 0,1, -+, m), 使 得 元 素 
ugt ua? ++ uma Cj =1, = g) (6) 


互 异 ,此 处 8 = deg POL 2 E54 1). EM QO 为 在 93F/9uyo PH 
变量 Uy0 换 为 一 Uti 一 … 一 Urmtm， 并且 将 变量 ury(j = 1， her m) 换 
为 wjto 所 得 到 的 多 项 式 , 于 是 


Q = Q(t, Tar bma € KLu, eg UT bga Ms pale 


注意 degJQ = g-1. 还 令 @ = Res(Q, F) (WH 2.2 7) FR 


& 
= a’! | | Qa, a Sn a) = Tey ss. eg 
1=1 


由 (2.2.1) 式 得 


8 
Ot, oy ate [| tt = a ya 
j=l 
if! 
j) 
+e + aP 一 Ge ate 
以 及 

Soa (eee ee Tl kee Sa ee 


1<j</l<g 


tet CAP 一 ao) )?. (7) 


由 元 素 ur MERAY MCT) AA AO. 
我 们 还 记 B = Klu, +, wpa, ays + a) ]( 见 第 2.2 4791 BE 7). 
引 理 2 Bla ', $8 !] 在 所 有 偏 导数 9/3 u pq HIVE F EE A M. 
证 由 引 理 1, 只 需 对 3/9 upo(p = 1, =, -1) 证 明 结论 成 立 . 
如 果 


€ Bla pT] (8) 


d U po 


那么 由 环 B 的 定义 可 知 要 证 的 结论 成 立 . 现 在 对 (例如 ) j = 1 证 明 (8) 式 . 
RIS 


j ) ! j S 
Ow =— u nra = E |= Uh ear Cj = T; e., g), 
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并 记 9 = 0, FCO RHR Klu, e, up, t] PHAEWR, CREB 
的 Chow 形 式 下 中 分 别 用 上 Ru, H uytu = 1, +. m) 所 得 到 . 
那么 
并 全 的 让 
并 且 由 f(9) = 0 得 


U po 


= '0. (9) 
dup 


AA fOD € BLt], 0 € B, 所 以 (3f/9uyo)(9) € B. 而 且 由 (7) 式 可 知 


p= (— 1)868-D/2 a28-1 |I (AD 一 QD y2 = = a87 TTF oP, 


1<j<l<g 


(10) 
因此 
8 
fy = |] fy € Blo] Cc Bla, wi 
j=2 
从 而 由 (9) 式 可 求 出 
a0 é 
= (f COJ! PE (CO) € Bla 1，G-1]. (11) 
IU po 9 U po 
考虑 多 项 式 
gilt) = at “impra iii 


Cf = OD) FCA®y’ 

它 在 多 的 在 K- 上 的 自 同 构 的 作用 下 不 变 , 因 而 g1(1) € K,_1[1j. 又 因 
为 元 素 aa; ,多 项 式 as f(t - 0) 的 系数 ,以 及 元 素 

a8 ~28+2-1-(8-D Bf' (0 )-1 = ger Tra) 

E 

[PR ey 
i 
都 是 环 区 [ui， A u, -1 上 的 整 元 ,所 以 多 项 式 g (OMAME KLu, a 
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u;-1j 上 的 整 元 .但 环 KLu, s u,- JER K, 中 整 闭 ,因此 gt) € 
KLui, 1， ale 注意 
gı) = a8 -28+2 @a,, 
因而 
& 二 OY +28-2G-1 ERK ür Ul 0: (12) 


由 (11),(12) 式 即 得 (8) 式 (其 中 j = 1). 引 理 证 完 . 
BALIN BEAR IEE k= (ki, = kr) € ZI, kj 之 0 的 集合 ,用 符 
Bak 表示 算 子 


a k, a Koei 
( ) ( ) Gir 0 ie > m) 
ð uj, i ð Ur-1, i 
还 令 | k|= kitt ka. 


设 了 是 环 开 La，…，uy-1，x0，…，xXm] 中 的 齐 次 多 项 式 , 对 非 负 整 
数 4, 用 DO) 表示 由 元 素 


£ 
JRT ls = a, 
j=1 


Chaises le ER, | h [to +] Uy IKA 


生成 的 环 BLa 1, 8B- 1] 上 的 模 . 

引 理 3 k TWE, G = Res(F, T) ( 即 理想 条 的 生成 元 与 多 项 
HLT Hu BK) ,4 是非 负 整数 .那么 对 于 任何 一 组 矢量 Vos es Vm ER, 
| vo |+ +| vm | 声 4, 有 9%…9YmG E DA). 

证 对 4 用 归纳 法 证 明 . 当 4 = 0 时 ,由 (2.2.4) 式 ,我 们 有 


m 


8 
Ge over || ra. ath, see, a) 
j=1 


因此 结论 成 立 . 又 由 引 理 1， 


9 


TL, a, ret, aw”) = Cis —-T(l, a Peeing af ) 
IU pg U po 


所 以 由 引 理 2 容易 完成 归纳 推理 .证 完 . 
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我 们 选取 wij € KG = 1, =, r-l;j=0,1, =, m), 使 得 a(u!j) £0, 
Pui) #0. 并 由 此 按 第 2.2 节 引 理 7 定义 同 态 r: B[a-I] -> % h 是 包含 
域 K 的 代数 闭 域 ), 它 在 区 上 恒 等 , 且 Cuj) = wi. 我 们 记 


PD Ra e e Ta O Sy 


引 理 4 对 于 每 个 j ,上面 定义 的 域 多 D REREAD IK. i 
R dj =[ FP : K], HARFY +, FORE FP pH AH YM 
的 最 大 集合 ,那么 di + …+d,= g. 

证 wy = OYE FD, Kee OY € B 如 引 理 2 证 明 中 所 定 
MB f( 四 也 是 在 引 理 2 证明 中 所 定义 , 即 


8 
(GIS aT] (Dy 
j=l 


那么 Y; BAMA g(t) = (rf)(1) E KLt] 的 根 . 
H (12) sh ay 


lP I = (rg) )(%;) e ela) E *28-2 ey)! E KY), 


因此 FDP CRKO). HAW, EF, HRY FP = KO). 

因为 t(D) #0, 所 以 由 (10) 式 知 多 项 式 g(1) 没 有 重 根 .由 引 理 条 件 知 
8 的 每 个 根 与 根 V, ee Vy PA — SSE aE IF Oe AS SE A E 
多 项 式 g(1) 与 元 素 Ns 7Y, 的 极 小 多 项 式 之 积 只 相差 一 个 区 中 的 因子 . 
于 是 引 理 得 证 . 

(第 3.2 节 ) 引 理 2 之 证 因为 dim 轴 宇 0, HU B4AKLX], 可 设 xo ¢ V. 
我 们 分 两 种 情形 来 讨论 . 

1 设 h* (PB) = m, JRE r = dimB+1 = m+1—-h* (B® = 1. 此 时 
RDR =C) A RKR IK, Hr AER 2 的 有 限 非 分 歧 绝 对 值 
| 是 


ai 


BOW 是 V 的 赋值 环 , 并 令 ME W 的 极 大 理想 . 


考虑 域 C 上 的 矢量 空间 
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GE = 由 W/M’, 
其 中 
deg B + vh ($ 
a=1+|" eg 8 aI. (13) 
deg $ 
我 们 还 考虑 同 态 
g: Lyle, vy) 一 区 ， 
R mod 8—~> C, RA, af? , «+, aP ymod M, =<). 
现在 证 明 p ERK A. 
iz R mod Y E Ker ọ. 那么 
VIRG a OPI Sa CH g) (14) 


取 G = Res( F, R)CB HÆRE FAR Ku 结 式 ) E CEZ üi» a pails 
由 第 2.2 节 引 理 5( 取 非 阿 基 米 德 绝对 值 | G(z) |. = exp(deg.G), 并 注意 
第 2.1 节 例 3) 得 

degzG < h(%) » deg,R + deg B+ deg,R < vh(B) + udeg V. (15) 


又 由 (2.2.4) 式 知 


g 
G= gR [[ RG, Wy ay 
jsi 


fr LA ea (13) , (14) , ADR 


8 
VEG) = WV la) + SP VCR, a, +, a P > gd 


j=l 


udeg B+ vh(P) 
deg $ 


= udeg B+ vh(B) > deg,G. 


> deg% + 


因此 G = 0, 从 而 RO, aP, …, aP) = 0, FÆR EROL 2.2453 
4 的 结论 2)) .这 就 证 明了 p EKA. 
现在 我 们 可 得 (注意 (13) 式 ) 
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XBCu, v) = dimcLn ») < dim & = gd 


wdeg $ + a) 
deg % 


= (u+ 1)deg B+ vA CB), 


< deg (I 


亦 即 结论 成 立 . 
2 设 h* OB) < m, IRM r > 2. 类 似 于 前 , 按 第 2.2 节 引 理 7, 定 义 同 
aS TSE wi © CW au’) 40, Dui) #0, 并 可 将 它 扩充 到 环 
Blaio]. OR 2 = Cle, Ta, e, re), 由 引 理 4 WE 
C(z) 的 有 限 扩张 . 令 Vi Æ X WA RIESE H St (EL AL 
Vilela P) SO, Vi(rt(a)) = Vi(r(®)) = 0, (16) 
并 且 用 Wy 表示 Vi 的 赋值 环 ,9 为 Wi 的 极 大 理想 .对 每 个 矢量 k = 


(ky, iva! k=) < N, id 


ER (4 + an) | k p |}. 


dy = max 


考虑 C 矢量 空间 


® = 由 四 W/M, 


j kEem 
以 及 同 态 
ge: Lau, v) 一 CI ， 
9 的 定义 为 


R mod B—> (+, ra RC, a, ao)))mod Mee, ve), 


现在 证 明 p ERA. 
ix R mod X E Ker g, 那么 


VCS RO oy oe Seedy GH lim, op k ENW: 


B lis s lg E REEMA | h [+e +] 1 |< Cr - Dog. 那么 


£ . . 
DTV OY RA, aP, e, a? ))) 
j=l 
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gk hOB y 
> did, > (Ft Pee Lt) 


Y 


v deg% 


由 (16) 式 可 知 环 BLa 1, 8B 1] 在 同 态 + 作用 下 的 像 落 在 Wi 中 ,因此 对 每 
SEE D(Cr 一 1)ve)) 有 


hcs 
=| 4 (rug Cr ~ Dg) = udeg B+ vh(®). 


Vi(® > pdeg B+ vA (SB). 


| Wm [x r- Drg. X} G = Res(F, RDA 


于 是 由 引 理 3 得 知 当 | vo | 二 … + 
Vi Cele oo WG) > pdeg SB + vh (P). Giga: 
HX utj © C, 所 以 cay ake) © CE], 于 是 由 (15) 式 我 们 又 有 


degzr (3% -a%™G) < deg,G < udeg B+ vh (W). (18) 


H (17), (18) sh 79 


r(a0…pavzG) = OC) vo [+ +| vn |< Cr - 1)vg). (19) 


但 由 第 2.2 节 引 理 5 的 结论 2)( 其 中 ,对 于 Pi, Po € Klu, …， urail S 
非 阿 基 米 德 绝对 值 | P1/P2 | = exp(deg Pı - deg P3), 其 中 ,deg P 为 多 项 
A P € 区 [ui,…, u,-1] 关 于 变量 uj, s u,_1 全 体 的 次 数 ) 可 得 


deg G < deg,R + deg F = u(r — 1)g. 
由 此 及 (19) 式 可 知 G=0. 从 而 ROQ, al, aP) = 0, FARRER. 这 
证 明了 pA. 
最 后 注意 当 | k |> rv 时 dj = 0, 我们 得 到 


Xu, y) = dimc Ly py, v) < dim G 


= g>)d, =de- >d, 


kEN 


Hy 8 )) 


SB 。 
< deg $ DEL E = 


= (re + Ddeg B+ rvh(B)) 
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<6" 1((u + 1)v" deg B + v’h(B)). 


于 是 引 理 得 证 . 
我 们 还 可 类 似 地 研究 P E KLxo， 
也 [xzo，…，xm] 的 情形 ( 见 [71])， 


…，xXm] (为 特征 为 0 BOR BE 


第 4 章 Ramanujan 函数 值 的 
代数 无 关 性 


在 (超越 数 引 从 ) 第 三 章 第 三 节 , 我 们 曾 概 述 了 Yu. V. Nesterenko 关 
于 Ramanujan 函数 值 的 代数 无 关 性 结果 ,推导 了 它 的 许多 重要 的 推论 ,如 
m, e 和 了 下 (174) 的 代数 无 关 性 ,还 涉及 相应 的 代数 无 关 性 度量 .本 章 将 给 出 
Nesterenko 定理 (定性 和 定量 两 个 方面 ) 的 完整 证 明 ， 人 证人 全 
个 证 明 ( 男 一 个 证 明 见 第 6 章 ) 以 及 两 个 定量 结果 的 证 明 , 还 给 出 x, e” 和 
(1/4) 代 数 无 关 性 的 直接 证 明 . 这 些 论证 给 出 了 Nesterenko 方法 的 一 些 
模式 . 


4.1 基本 结 采 的 叙述 


习 知 ,Ramanujan 函数 是 指 下 列 三 个 级 数 


nz” 


P(z) = 1-24 A =1-24)) $ 
n=1 =g" 


Q(z) = 1+240>%03(n)z" =1 + 240 5) t 2 
n=1 gee 
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= a Si 
R(z) = 1-504) (n)z” = 1-5045) 机 2 
n=1 n=1 ean 
其 中 , on) = Sidt. 它们 分 别 是 权 为 2, 4 和 6 的 Eisenstein RA Ez, 
d\n : 
E, 和 Es. 令 


A = (Q? ~ RLT28 = 12 300 = RZJ 


SS 
n=2 
那么 椭圆 模 函 数 可 以 表示 为 
Tiz) = OA Ce = 6", Ime 0. 


Jh, Ramanujan K% Weierstrass © K %t, Dedekind 7 函数 ,以 及 29 函 
BL, Rogers-Ramanujan 连 分 式 等 均 有 密切 关系 .这 些 函 数 的 特殊 点 上 的 值 
是 超越 数论 关注 的 对 象 .因此 Ramanujan 函数 的 数论 性 质 将 产生 重要 的 超 
越 数论 结果 . 

现在 来 叙述 Yu. V. Nesterenko 的 主要 结果 . 

定理 1 (Nesterenko 定理 ) 兰 gq E€ C, 0<|q|<1, W 


trdeg Q(tgs PCq), Olgi RE =3, 


IRENE q. PCa), QCD RC gq) PALA 3 CEQ 上) 代数 无 关 . 

作为 推论 立即 得 到 (参见 《超越 数 引 论 ) 第 三 章 第 三 节 ). 

推论 1 数 r, er，FCL/4) 代 数 无 关 . 

推论 2 Anr, e, rA/D RAEE. 

注 1 1976 4Æ,G. V. Chudnovski WEH Y n #1 rA/) & x Al FC1/3) 
分 别 代 数 无 关 ( 见 [23] 和 [26]) . 

对 于 多 项 武汉 入 站 Zl x15 +s Xm I> 用 deg A RH(A)# 
示 其 (全 ) 次 数 和 高 (系数 绝对 值 的 最 大 值 ) ,并 令 1(A) = deg A + log H(A) 
为 其 规格 .我 们 有 下 列 度 量 结果 . 

定理 2 qec, 0<|q|<1, 并且 w, w M o E CR q, 
P(q), QC), RCq) FER QC, w, w3) 上 是 代数 元 .那么 存在 常数 二 0 
仪 与 数 4 和 w; 有 关 , 使 对 于 任何 非 零 多 项 式 A € Z[x1, x2, x3] HA 


4.1 基本 结果 的 叙述 149 
| Alw, wz, wz) |> expl- ¥, S* Clog S)°) (4.1.1 
成 立 ,其 中 ,$ 是 任意 满足 下 列 条 件 的 数 : 
S > max{log H(A) + deg A + log t(A), e}. 


注 2 Yu. V. Nesterenko 最 初 的 结果 ([L80j) 是 (4.1.1) 式 右边 为 
exp(— 71 t(A)t dog t(A))”). AA P. PhilipponLlo7 将 对 数 因子 的 指数 
降低 为 12. 

当 q 是 代数 数 时 ,定理 2 可 改进 为 

定理 3 设 9g 为 代数 数 ,0 二 | g | 二 1, JF H. o, ws 和 ws EC 使 得 数 
P(gq),，Q(q), RCD TERM Q(a, ,wo，w3) 上 是 代数 元 .那么 存在 常数 7 二 0 
仅 与 数 q 和 w; 有 关 , 使 对 任何 非 零 多 项 式 A E ZLxli，xz，xs] 有 不 等 式 


| Alw, wz, w3) |> expl- %2 Sd? Clog S)9 ) (4.1.25 
成 立 ,其 中 ,3$ Ald 是 任意 满足 下 列 条 件 的 数 : 
S > max{log H(A) + deg A.log1(A),e}, d=degA. 


注 3 当 多 项 式 A 的 系数 显著 地 超过 其 次 数 , 估 值 (4.1.2) 明 显 优 于 估 
值 C(4.1.1). 例 如 , 若 


log H(A) 


— ~ > deg A, 
log log H(A) 


则 deg A < log H(A), t(A) < deg H(A) + deg A < 2log H(A). 从 而 
log H(A) +deg A + log t(A) <c, log H(A), WS = e cilogH(A), d = 
log A(c; 二 0 为 常数 ) ,于 是 由 (4.1.2) 式 得 


| Ala, w, w3) | > exp(— 73 (deg A)? (log H(A)) Clog log H(A))°). 
我 们 在 定理 2 中 取 q = e”, 那么 
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到 | 三 


=e 0 


3 
Pte) = =, (a4). = 3 
T Q 《25)6 


(参见 《超越 数 引 论 》, 第 三 章 第 三 节 ), 于 是 得 
推论 3 BACH, e, T(1/4)) 有 代数 无 关 性 度量 
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ld, H) = exp{— c2(log H + dlog(d + log H))4 
- (log(log H + dlog(d + log H)))°}. 


因此 有 超越 型 + 过 4 + ele > 0). 

对 数组 Cr，ew3 ,TT(1/3)) 可 类 似 地 得 到 同样 结果 . 

注 4 JM, Æ d, HEN, g(x, y) 是 定义 在 NX N 上 的 正 函 数 ， 
(ays sg) E CIC S 1), HAMEL KM<d, BCH HERET 
PE BE Zi zyl A P wg) |S old, 万 ), 则 称 p 是 (ww ，…， wg) 

一 个 代数 无 关 性 度量 q = 1 时 就 是 w 的 超越 性 度量 ). 若 gd, H) = 
exp(— cst(P))(cs > 0, TE 民 为 常数 ), 则 称 (wm ，…, wg) 有 超越 型 <<rz. 


4.2 辅助 多 项 式 的 构造 


从 本 节 开 始 ,ci; 等 表示 正常 数 ,|。 | 为 通常 的 绝对 值 . 
引 理 1 对 于 所 有 Li Sl, Le 1,41, + Lo 充分 大 ,存在 多 项 式 
AEZlz, X19 X25 x3], A £0, 满足 条 件 


deg,A < Lı, deg A < Lo Ci = 1, 233); 
log H(A) < 85L2logt Ly + La), 
Ht, H(A) Ra 4 的 (通常 ) 高 ,并 且 使 多 项 式 
Fezi 三 CC) 


满足 等 式 


证 kæli 


4.2 辅助 多 项 式 的 构造 


以 及 
a 
1+ kan Cn +t Dern t kzi = am, 
H sae : ieee 
其 中 , f(z) < g(z) 表示 g 是 f TR RCS OL RAS 1 HS BB 


JAD- TÆ 


a 1 . 4! 。61 
P(z) eee Q(z) eee R(z) og Se 
(1 - z)’ (1 - z)’ (1 一 z)7 


另外 ,对 任何 整数 大 二 1 


il 
k 
á Eer 
令 集合 
M = {k = Cko, ky, ko, ka) E AE 0< ko x Li; 
0 kr S Lali = 1; 2539}. 
那么 有 


2%) Piz)": OGUR = Slacks wz" < ca = 2), 
n=0 
其 中 , cl = 504+ 6!, dlk, n) € Z, 从 而 得 估 值 
| dk, ny |< ef Cn +16 Lg)", < (eon Lg): (n S 1) 
(4.2.1) 
以 及 
de 0 la i: CA 
现在 令 


A= aCk) zo x" xke yks , 
1 tg” Xs 


kEM 


其 中 ,整数 ak) Ck © W) 取 作 下 列 线性 齐 次 方程 组 的 非 平凡 解 : 


Sah nak) = 0 (n =p Ly iy [zr ]- t): 


kEM 2 


1 
因为 变量 的 个 数 wx = [Li +1]. [L + 1]8 ,方程 个 数 ，= [4.28]. i 
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H. 2v < u, 因此 由 Siegel 引 理 (《 超 越 数 引 论 ) 第 一 章 第 三 节 引 理 12) ,这样 
的 解 确实 存在 ,并 且 由 (4.2.1),(4.2.2) 式 ,它们 满足 


max | a(k) |< LiL2(czL1L2) Wr: < (Ly + Le)42, (4.2.3) 
ke 


其 中 , Li + Lo 足够 大 ,于 是 引 理 得 证 . 
记 
M = ord;=gF(z》《 简 记 为 ord F(z)). 
由 引 理 1 及 第 3 章 定 理 3, 有 


1 
[Sti L3 |< M <ebi Li, (4.2.4) 


其 中 ,可 取 c = 2-108. 还 令 
fo = min} dl +] 7/22 g |}, 


Feba | ry se L: 
引 理 2 WÈ Li + Le 充分 大 ,那么 对 所 有 z EC, | z | 过 ro 有 佑 值 


| Ce ee | 2 | Cr es Oe. 


证 将 F(z) 在 z= 0 展开 为 Taylor 级 数 


Fiz) bn 
n=M 


be = DS dk, ME Z 


kEM 


并 且 由 (4.2.1) 和 (4.2.3) 式 得 


| Dy, | < S een Ea a dA 平 Ly ee 


KE 只 


< nL, (L; ++ 工 ?)103L， (n >M). 


当 |z| 委 ro 时 ,有 


ced belle Pee Vian ee 
n=M n=0 
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了 
n=0 
| LM. (Ls Pyne |) 
n=1 
<| 2 [Ya + Ee PPS eh LS + DS (622910 = Hy Ea 
|e eee hg es 


其 中 , Ly + Lo 充分 大 . 引 理 证 完 . 
引 理 3 存在 整数 T, 0 过 TT 过 YLslog(L1i + Lz), 使 对 给 定 的 gqg€C,， 
0 过 | 加 有 妆 了 省 未 等 式 


LET Cg |= (3 | q ii 
2 


成 立 ,其 中 , y= 190 dog | ro/q |)7!. 
证 4 L = [7YLslogCLi + Ld]. BAKER 


1 M 
A511 | PUD Cg) |< a lq | Oo a 025) 
AC: |z2)s ro bez = 75.3 


Lema eles al thes > = 
re gz k=l azl =| tee = tryg l= te | z =g l 
0 


由 此 式 及 引 理 2, 可 知 积 


> L+1 
ele aal aoe) is 
2nivc z@*1\r0(z - q) 
有 上 界 估计 
[7 [RL1 + Lg) L, (4.2.6) 
同时 还 有 


I = ResG(z) + Res G(z), 
z=0 zeg 


其 中 ,G(z) 表 示 积 分 1 的 被 积 函 数 .容易 算出 


L+1 
F 
ResG(z) = bn - ‘| : (4.2.7) 
z=0 q4 
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d \£ Cr 一 gro) t+! 
ResG(z) = 二 (二 F(z)» aE be z=q 
2=4 Li\dz Ca a 
L F&C ) 
-1 Teg, (4.2.8) 
= (L= kin 
其 中 
-raye Co — gett 
se =la) Mer (74 
2 Gio az? 
Ori C gh Cag et a 
其 中 ,Ci RAB |z-ql=|q|/2,4C, LA 
1 
I A eles la ls 
|r2-qz|l=|r2-4qq+G(q-2z) | 
2 zaal 2 
= ro mla AS lg] 
2 
Sry SS 2re |e | 
以 及 
Cr? — gz 1 ake 
re ies A ee) tii ft 
= (apy ght, 
因此 
1 -M 
|g ee O<k<L) (4.2.9) 


HH (4.2.5), (4.2.8) #l(4.2.9) 048 


1 M 

i 有 = E | q |) 
| ResG(z) |< > 
aa k=0 CE = kirg 


1 
appas lq | 


L 
1 
So (4.2.10) 
k=0 . 
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于 是 由 于 | by |E N, 从 (4.2.6),(4.2.7) 及 (4.2.10) 诸 式 得 


=| Res G(z) | 


<| I |+| ResG(z) | 
z=q 
= (Ej + L>)139L, oF Gs 


由 参数 LAY ve shy Lo 宇 2 时 已 不 成 立 .因此 存在 整数 TT 过 工 使 
a 1 M 1 2M 
| FP (gq) |> 4k Hla |) > q | 
引 理 证 完 . 

现在 来 证 明 下 列 辅 助 多 项 式 的 存在 性 : 

命题 1 设 gEC,0 二 |g|1 志 1. 对 于 任何 数 Li >l, lL, 51,4 
Ly +L 充分 大 时 ,存在 多 项 式 B € Z[z, x1. x2» x3] 满足 下 列 条 件 


deg,B <= Li, degg B= 27Lalog(L; + La) Gi ly2y3), 


(4.271) 
log H(B) < 27Lytlogt Li + Lz)”, (4.9. 12) 
Ff A 
exp(— &L,L3) <| Bq, P(q), Q(q), R(q)) |<exp(- A 11 L}), 
(4.2.13) 
其 中 
B = log ’ Bo 一 3c log 一 一， 
ro | | 


me = 2e TAARN 
iE WM AHA EC Clz, x1, x2, x3] 有 恒等式 
SE, Piz) OCz); RGD = 2 DEC, PG. O62) « Ris 
Z 
(4.2.14) 


其 中 ,微分 算 子 
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9 1 2 9 at 9 
D=z + EA Xo) P — Cria = He) 
EA 12 dX 3 IX 
1 2、 9 
+ = CX x x5) ， 
2 “i 2 9 X3 


É Ramanujan 函数 所 满足 的 微分 方程 


d 1 d 1 
P= = tp Js = = CP Rs 
OTE oy. fae ee 
d 1 : 
R = —(PR 2) 
* as 2 Q 


相对 应 . 设 A 是 引 理 1 所 确定 的 多 项 式 ,T 是 引 理 3 所 确定 的 整数 ,我 们 定 
义 多 项 式 


BEz Xia Keo X3) = (12297 Cz Dy AL, Nl Ras Xa): 


用 归纳 法 易 证 


py a2" | Dr = ky tee, (4.2.15) 


k=0 


因此 B € AET X1» X25 x3 |. H (4.2.14) 5049 8] 
Blz, Pz); OCz); R(2)) = C22) FO Ca, 
其 中 ,F(z) 是 引 理 1 中 定义 的 多 项 式 . 
由 引 理 3 和 (4.2.4) 式 ,我 们 得 到 (4.2.13) 式 的 左 半 : 
1 2M 
| BCq, P(q), Ota R(q)) S (3 lq |) - 2 | 9 |i? 


1 3M l 
> = Lal) > exp- kL L). 


为 证 明 (4.2.13) 式 的 右 半 ,我 们 应 用 公式 


Zs 


FP gy n F(z) 


anid 


其 中 ,Cz RRB | z-ql=ro-lal. HRASR|zl<lz-¢@ltlql= 
ro 以 及 (4.2.4) 式 ,并 应 用 引 理 2 和 引 理 3 可 得 


z= g)" 
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| Blg; Ptas O(g), RQ) | 127 Titry -l qa D re (hy + EOS 
< exp(— å Lı LÌ). 


现在 应 用 恒等式 (4: 2. 15) RWE C4. 2.11), (4. 2.12) R OR 
E € CLZ, xis x2, x3 并 且 


E< HA +x + x. +x3)8Q1+z+-+++4 z+), 
那么 对 任何 kk, | k |< T, 我 们 有 


(D+ kE <|k| HA+ xi +x + x3) d+z+ + zi) 


2 
1 txa) + Oxy xg + xg) 


T HS1 F Xi + X2 + x3 9 LCR 
+ (xixa + xX2)) eo (1 tzter +724) + HLA + xy +x 


+x3)S Ad +z+ + z4) 


<H(S+L+T)14+x, + x2 +x) 11+ 2404 24), 


因此 


127 [TD = KJE CZ; Xs Xa x3) 


k=0 


<127TH(S+L+2T)?1+ x, + xg +x) TAa ++ 72404 z4), 
但 因为 由 引 理 1 我 们 有 
A < (Ly + Lg) (1+ xy + xg + xg) + z + + zad), 
所 以 得 到 
Bize Xis Hes xa) < CL tE a OCLs + 121, +247)" 


e (1+ xy + xg + x3) [L]tT(] + z +. + zl), 


dee B&S Lis dee, BL Ble + FT SPL glop(l, + Li = 1, 2, 3) 


HOB) < (Ly + Lz) 42 (36 Ly + 12L, + 24T)T e ASIL, +T a (L; +1) 


IN 


exp(2YL2 (log(L, + Lz))*). 
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4.3 定理 1 和 定理 2 的 证 明 


定理 1 和 定理 2 都 是 下 述 定 理 4 的 推论 . 

定理 4 设 q €C,0<~|g|< 二 1. 那么 对 每 个 整数 +r(l 过 + 过 3), 存 
在 常数 上 > 0, 使 对 于 任何 齐 次 纯粹 理想 TCC Q@[xo,…, x4], dim J = 
r= h ARFA 


log | 1(8) |>- uD (log D)™, 
其 中 ,D 是 任意 满足 下 式 的 数 : 
D > max{h(I) + deg I + log(h(I) + deg I), e}, 


而 每 三 Clogs. Pigs, OCR): 

我 们 首先 由 此 定理 推出 定理 1 和 定理 2. 

定理 1 之 证 用 里 表示 环 QLxo,…，x4] 中 所 有 在 点 上 上 为 零 的 齐 次 
多 项 式 生成 的 齐 次 素 理想 .那么 有 


dim $ = trdeg Q(q, P(g), Q(q), R(q)) 


Chi L138] 4 = 4, pp. 170—171). 如 果 dim B< 2, A h EM 4B 
| BCS) |>0, 这 与 第 2.3 节 引 理 10 的 推论 2( 其 中 = 0) 矛盾 .所 以 
dim B >3, 即 得 定理 1. 

定理 2 之 证 设 理想 加 如 上 述 ,那么 hh(P) 和 deg 困 由 5 唯一 确定 .由 
定理 1 知 dim B > 3, 而 由 定理 2 的 条 件 得 QC(qg, P), 0(g), R(g)) CC 
Qw, wz, w), AmA dim P = trdeg Q(q, P(g), Q(q), R(q)) < 
trdegg Q(w,, w, #3) <3, 因此 dim $ = 3. 

对 任何 满足 BCS) 40 的 多 项 式 B € Z[x1, x25 x3, x4], $ 


degB 
C(Xos X1> X25 X91 X4) = xg” B ; ; ， ‘ 
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则 C 是 齐 次 多 项 式 , 在 《 值 不 为 零 ,并 且 CCS) = BCS). 令 / 是 根据 第 2.3 
节 命 题 4 得 到 的 与 困 和 C 相应 的 环 LX] = QLxo，…，x4] 中 的 齐 次 纯 
粹 理想 ,于 是 dim J = dim ®-1 = 2, 并且 


deg J <c}degC, h(J)< c,(h(C) + degC), 
log | JC) |< log || C || g + cy (ACC) + deg C). 
将 定理 4 应 用 于 理想 7 EP 
D = co(t(B) + deg B+ log t(B)), 
其 中 ,常数 co 足够 大 ,并 注意 degC = deg B, h(C) = h(B)<logH(B), 
r=3,UR| cH l= [clei cll él", ene 
log | BCq, PCa); Olg), RCq)) | 
=- c3(t(B) + deg B+ log t(B))* (log t(B))®. (4.3.1) 


由 定理 条 件 知 数 w, w, w ÆR QC Gq, PCa), QOC), RD Eth 
代数 元 . 如 果 多 项 式 E € Qrir +, x4], Md = Eq, Pg), Q(q)， 
R(q)) 使 所 有 的 数 dw;(i = 1, 2, 3) 均 为 环 Q[q, PCa), 0(g), R(q)] 
上 的 代数 整数 ,那么 

Norm(d°sAA(w, wz, ©3)) = Bo(q, PCa), Q(q), R(q)), 
其 中 , Bo (x1，x2，x3，Xx4) 是 整 系数 多 项 式 , 并 且 

deg Bo < c4deg A, log H( By) < cylog H(A). 
将 不 等 式 (4.3.1) 应 用 于 Bo 即 得 所 要 的 结果 .证 完 . 

定理 4 之 证 Xr 用 归纳 法 , 设 +r(1 达 7 过 3) 是 使 定理 4 不 成 立 的 最 
小 的 数 . 选 取 4 充 分 大 并 加 以 固定 . 

1 首先 证 明 : 具有 下 列 性 质 的 数 D 是 无 界 的 : 存在 齐 次 素 理想 B, w 
足 条 件 dim $ = r+ 一 1, 并且 


je) + deg B+ log(h CR) + deg B) < D; (4.3.2) 
log | WE |<- 2a!2 Di (log DI, (4.3.33 


设 不 然 , 那 么 对 于 某 个 正常 数 力 ,使 对 所 有 dim B= +r -1 的 齐 次 素 理想 
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BC QLXI AKASH 
log | BCS) |>- n ECR Cog p(B)", (4.3.4) 


其 中 ， = h(%) + deg B+ log(h (CB) + deg V). 将 第 2.1 节 命 题 2 应 用 
于 任意 一 个 维 数 为 了 -1 的 齐 次 纯粹 理想 TC QLX], 可 得 不 等 式 


A(B;) + deg Bj < (I+1.42)(h(1) + deg T) 


= 17(h(I) + deg I), 


HP BT = h NA NL eA AT MER OP. By = VTj;, 且 了 i 的 指 
数 为 kj(j = 1, =, s), 于 是 


D keg < DHAR + deg Pj + log(17Ch(1) + deg 1))) 
< 
因为 函数 x 去 r (log xe r 当 x 宇 1 时 单调 上 升 ,所 以 
D kje dog KBE < Cesp IDE dogles gI). 
应 用 刚才 引用 的 命题 中 最 后 一 个 不 等 式 , 从 (4.3.4) 式 及 上 式 可 推 得 


log | I($) | > >) kjlog | (E) 1-4。deg7 
j=l 


— 7, >) kj p(B Cog KR) - 64deg I 
jel 


= Yı ce (GD = (og(e(1)))™. 


这 与 上 述 r 的 “ 极 小 性 ”矛盾 .所 以 所 说 的 数 D 无 界 . 
‘BD 充分 大 ,而 第 是 维 数 为 r 一 1 的 满足 条 件 (4.3.2),(4.3.3) 的 齐 
次 素 理想 .还 由 下 式 定 义 数 工 : 


Cyne Bh 1 
2ß Llog L = min({2A!* Di (log D)*, log | ; (4.3.5) 


其 中 ,2 eS 与 理想 B SB, 是 命题 1 中 的 常数 .由 第 2.3 
节 命 题 6 可 知 当 忆 增 长 时 工 也 无 限 增 大 .还 令 Lı = LlogL KL= L. 
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4.3 定理 1 和 定理 2 的 证 明 
由 命题 1 可 知 存在 多 项 式 B € ZLz, x1，Xx2，X3j, 它 关于 全 体 变量 的 
(全 ) 次 数 不 超 过 n = [77YL log L]. 定义 齐 次 多 项 式 


a A “85,” X 
E = x¢3(=, Spek 2) € Z [xos = xa], 


0 Xo Xo Xo 


我 们 证 明 : E EB. 
KE CB, WAH 2.3 75] 10 的 推论 1 可知 


LES [= Ele EN] E [18E = peace) S |*. 


但 因为 HCE) = HOB), 且 由 命题 1 中 的 (4.2.12) 式 知 log HCB) < 
3YL dog L)? ,所 以 由 上 式 及 (4.3.5) 式 得 到 


log | BCS) | = log | E(§) |< log P + log H(B) + n(9 + log | & |) 
<- 28, L*log L + 3¥L og L)? + 77(9 + log | § |) L log L 
<- PsL*log L =- &L,L3. 


这 与 命题 1 中 的 (4.2.13) 式 矛盾 .所 以 确实 巨人 中. 
3 下 面 将 第 2.3 节 命 题 5 应 用 于 理想 条 和 多 项 式 E. 记 7”= 1+ 
L462 /Bj, 其 中 Bi 是 命题 1 中 的 常数 .由 命题 1 中 的 (4.2.13) 式 得 


— Mog || E || >- Mog | BCS) |> 781L1iL? > 4B LilogL 
E 2r 1 
= 2min(| 2A! D™ (log D)™ ， log | ; 


于 是 由 上 述 推论 3 知 当 7 > 2 AFERKA S C QL xo vs x] 满 
足下 列 诸 条 件 : 
deg J < 7n deg $, (4.3.6) 


hJ) < 1nh(®) + hCE)deg P+ 24n deg P), (4.3.7) 


log | JCE) | <- 2A! DIF (log D)? + 1(A(E)deg B + nh(W) 
+ 192n deg SB). (4.3.8) 


HAS r = 1 时 ,车 约定 | 7(6) | = 1, 则 (4.3.8) 式 也 成 立 . 
注意 由 (4.3.5) 式 得 
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L <A‘ Di (log D)™, (4.3.9) 

由 (4.3.2) 式 得 
h(B)<D, deg B<2D(log D)-1 (4.3.10) 


其 中 ,第 二 个 不 等 式 可 借助 (4.3.2) 式 用 反 证 法 证 明 ). 由 (4. 3. 9), 
(4.3.10) 式 ,并 注意 ACE) < log H(B) 及 命题 1 中 (4.2.12) 式 ,我 们 推出 


— 1(hCE)deg B+ nh(B) + 192n deg Y) 


< 1(3YL (deg L)? + deg B+ 7YL log L + h(B) + 192 + 7YL log L + deg W) 
< 1471DL log L <.4°D™= (log DD) (4.3.11) 

于 是 由 (4.3.8) 和 (4.3.11) 式 得 到 
log | J(€) |<- Al? D= Cog D). (4.3.12) 


“or = 1 ERR T RER, Ak r> 2 

4 h ERMA OS K dim J = r-2=(r-1)-1, #Hß1<r-1<3, 
依 归纳 假设 ( 即 r A “RR PE”), EOE J o. 由 (4.3.6), 
(4.3.9), (4.3.10) TJ I 


deg J < 1477D (log D)“YL log L 
<28Y7DL <A°D™ (log D)=, 
H (4.3.7), (4.3.11) R49 


ACJ) E RDE (log D)= 


gJ) = h(J) + deg J + log(h(J) + deg J) 
< 445 D™= (log D)**. (4.3.13) 
在 定理 4 中 用 7 一 1 代 r+, gpg(/) 代 DD, 并 应 用 (4.3.13) 式 可 得 
log | J(€) | > p19(7)57 og (J) = 


4 3r 
> pA De (log DIF: 
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“A> pw, 时 ,上 式 与 (4.3.12) 式 矛盾 .于 是 定理 得 证 . 


4.4 定理 3 的 证 明 


证 明 方法 与 上 节 类 似 , 但 因为 q 是 代数 数 , 所 以 要 考虑 环 KIX] = 
区 [wo X10 xz; Xe AAR = OCg), FHOCKCC, k= | mM |) = 
CK : Q], 而 |* | 表示 通常 C 上 的 绝对 值 . 

我 们 将 证 明 下 列 的 定理 ,并 首先 由 它 推 出 定理 3. 

定理 5 设 4 是 代数 数 ,0 二 | gq | 去 1, 那么 对 每 个 整数 rd<r<3), 
存在 常数 pe’, > 0 使 得 对 于 任何 齐 次 纯粹 理想 TC K[xo, xis X2» x3] 
dim I =r - 1, 有 下 列 不 等 式 成 立 


log | FO) 2p Ch + dlog(h + d))d™= Clogth Fd, 
其 中 ,qd Mh oP REE RE 
degi<d, h(D<h (4.4.1) 


Ww. S = 1, Ptg); Oa), R(q)). 
定理 3 之 证 ”对 任意 非 零 多 项 式 BE Z[ x1, xo, x3) 定义 齐 次 多 项 式 


X1 X2 X3 
Era. | 


C(x0> X15 X23 x3) = xo degB 万 


9 
Xo Xo Xo 


那么 CE) = BCS). HI = (C) 是 环 区 [XX] 中 的 主 理想 ,那么 dim T= 2 
( 见 [138], 第 二 卷 ,第 七 章 , 定 理 23) ,并且 由 第 2.1 节 命题 3 得 


deg I = degC, h(I) <9vCh(C) + degC), (4.4.2) 
log | 1(€) |< log || C || ¢ + 18deg C. (4.4.3) 
注意 ACC) < vlog H(B), deg C = deg B, 在 定理 5 中 取 


r = 3, d = deg B, h = 9 (log H(B) + deg B) 
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(由 (4.4.2) 式 知 , 条 件 (4.4.1) 在 此 成 立 ) ,那么 由 (4.4.3) 式 得 
log || C || ¢ > log | I($) |- 18deg C 
=>- u3 cı log H(B) + deg B + log t(B)) (deg B)? (log t(B))°. 
Few | BCS) = CCH) |= I Cile| C1 § [2° 得 
log | BCPCq),. Og), RJ] 
=>- c (log H(B) + deg B + log t(B)) (deg B)’ (log t(B))?. 


由 此 类 似 于 定理 2 的 证 明 即 可 推出 所 要 的 结果 . 

定理 5 之 证 与 定理 4 证 法 类 似 , 对 r 用 归纳 法 . 设 r(l 壹 +r 达 3) 是 使 
定理 5 结论 不 成 立 的 最 小 的 数 , 设 4 充分 大 并 固定 . 

1 设 5 是 具有 下 列 性 质 的 实数 ; 存在 一 对 数 d, h RFAMAMM BC 
K[X], dim% = + 一 1, FA 


deg Gad, ACD) Sh, pt:dlog(d +h) = S, 
log | BC) |< 242 Sd™ (log SIE (4.4.4) 


我 们 首先 证 明 S 无 界 . 
设 不 然 ,那么 有 茶 个 正常 数 n 使 对 所 有 齐 次 素 理想 BC QLX], 
dim $ =r - 1, AAS 


log | BCS) |>- yp FP) (deg BF dog P), (4.4.5) 


其 中 , oR) = AW) + deg B+ log(h CB) + deg V). HAS 2.1 节 命 题 2 应 用 
于 任意 维 数 为 + - 1 的 齐 次 纯粹 理想 I COKOX ), 类 似 于 定理 4 的 证 明 , 我 
们 得 到 


Dy kj PB) < cs eC). 
由 此 并 注意 deg Hj < deg I 可 得 
>) ke OB) (deg B= og ggj) 
j=l 


< c3 9(1) (deg Di (log(c3@(1)))=. 
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由 上 述 命题 中 最 后 一 个 不 等 式 得 到 


log | 1(€) | > Dy kjlog | H; (6) |- 33deg I 
>- 7 $| kj p(B; ) (deg V) (og oOB;))"? — 27deg I 
j=4 


r 3r 
=- Yoc4eC1) (deg I) (log g(I)) ©. 


但 这 与 + 的 选取 矛盾 .因此 8 无 界 . 
2 取 S PBK Md, h RAKKE Pdim P = + 一 1) 满足 条 件 
(4.4.4). 并 由 下 二 式 定义 数 Li M Lz: 
Li = BSde (log S), (4.4.6) 
at, 3r 1 
2B Lı L3 = min|2A!? Sd™ (log S)™ , log =}. (4.4.7) 


其 中 ,2 是 点 6 与 第 的 零点 徐 的 距离 ,B 见 命题 1. 由 (4.4.4) 式 及 第 2.3 节 
命题 6 可 知 


1 
(deg P) + log P < Aip | BCS) |+ =A (W) + 270 + 3)deg X. 
下 r 


于 是 由 (4.4.4) 式 得 到 


1 


log 5 =>- (r deg P) llog | BCS) |- Cr deg WTA) -270 + 3) 


> (r deg P)! + 2a! Sd (log S)? ~ (r deg W“! ACB) -270 + 3) 
> 2A! sd (dog S)”. 
1 a! 
在 (4.4.7) 式 中 , 若 2801, L? = log re 则 由 上 式 得 
Ba LiL} A Clog Cee 


#5(4.4.7) 50H 28. L L? = 212Sd 友 (logS) 乱 ,那么 易 见 上 式 也 成 立 .于 是 由 
上 和 式 可 知 当 闪 充 分 大， Ly S 1, Ls S 1, HHA G.4.6), (4477 式 推出 
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La se lo Si. (4.4.8) 
应 用 命题 1 构造 多 项 式 B € Z[z, x1, x2, x3], 它 关 于 变量 xl x0, 

X3 的 (全 ) 次 数 n 满足 不 等 式 
由 过 ayLalog S < 12743 d= (log S)™. (4.4.9) 


定义 齐 次 多 项 式 E € KLX] 为 


ee E€ $: 
设 结论 不 成 立 , 即 E € p, 那么 由 第 2.3 节 引 理 10 的 推论 1 得 到 


| E) |= | Elle| E|] 6 [2% <e| E|| € |e. (4.4.10) 
我 们 来 估计 |E|, 为 此 将 B 表示 为 


Bs Jarr a ea, Gt) Ee Zz], b= kirka: ka). 
k 


那么 对 于 任何 绝对 值 |.|,(v € OM 有 
max tie CGO ly sl Bovinaxtl, la | sy ene Ln Fy 
(4, 4..115 


FHH v é Ms I CBN) © |, 是 非 阿 基 米 德 绝对 值 ) 时 ,因子 (Li + 1) 可 略 
去 .特别 在 (4.4.11) 式 中 取 |.|。= |.|c, 可 得 


log | E | < log H(B) + L; dog +| q |)+1) 
<M Sd™ dogs. (4.4.12) 
现在 由 (4.4.10) 式 并 应 用 (4.4.7),(4.4.9) 和 (4.4.12) 式 得 到 
log | BCS) | = log | EC) |< log @ + log | E |+ (7+ log | é [Dn 
-Ipi L + 2 Sd dogi 
+ (7 + log | $ |) + 12yLalog S 


<- LiL}. 
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但 这 与 命题 1 的 (4.2.13) 式 矛盾 .所 以 确实 E EB. 

3° 现在 将 第 2.3 节 命 题 5 应 用 于 此 处 的 多 项 式 E 和 理想 有 .为 此 令 
7 =1+[58%/8, 1. 其 中 B; 是 命题 1 中 的 常数 .将 Liouville 不 等 式 ( 见 《超越 
数 引 论 ) 第 一 章 引 理 10) 应 用 于 a, € ZLzj, 得 到 


log | ax (q) | =>- cs Uog H lar) + deg ax) 
== cs(og H(B) + deg,B), 


由 此 及 命题 1 中 的 (4.2.11), (4.2.12) 式 及 此 处 Ly, Le 的 选取 ( 即 
(4.4.6),(4.4.8) 式 ) 可 得 


log| E| = maxlog | an (q) | 
=>- cs (log H(B) + deg,B) 
=- tsd (log S). (4.4.13) 
由 (4.4.9),(4.4.13) 式 及 命题 1 中 的 (4.2.13) 式 可 知 
— ylog || Ells =- 7log(| BCS) || E |7} | 6 |77) 


> 1B Lı L? + nlog | € |- at Sd™ (log S)=) 


3r 
4 


} F a 1 
> 48, L,L3 = 2min 2A Ssd Clog S) log -5 }» 


即 知 上 述 命题 5 中 的 条 件 (2.3.24) 在 此 被 满足 ,于 是 当 r > 2 时 存在 齐 次 
纯粹 理想 J CK x0, xis x2, x3], 满足 下 列 诸 式 : 
deg J < 7n deg $, (4.4.14) 
hJ) < h(E) deg B+ nh(B) + 15vndeg P), (4.4.15) 
log | I($) | <- 2a! sdi Clog S)™ 
+ 1(hCE)deg B+ 7h CB) + 108vn deg P). (4.4.16) 
FHM r= 工时 约定 | JCS) | = 1, 那么 (4.4.16) 式 也 成 立 . 又 由 (4.4.11) 式 得 到 


h(E) = >, log(max | a. (gy |») 


< J log] By + Ly 2 log(max{ Is | gc) gio wlog¢L, +1) 


ved 
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< hB) + cg Ly < vlog H(B) + cg Ll; 
< cri (dé (log Se: + SdF (log SY 


a4 Sd™= Clog $y). (4.4.17) 


IN 


现在 由 (4.4.4),(4.4.9),(4.4.17) 式 ,我 们 有 


1 ACE) deg P+ nh(P) + 108v deg W) 
< 1a Sd™ (log S) d + 127A3 d™ (log S)™)(h + 108vd)) 
< Sd? (log Sy. (4.4.18) 
于 是 从 (4.4.16),(4.4.18) 式 得 到 


log | J(&) |<- al? Sd= Clog sI. (4.4.19) 


此 式 当 + = 1 时 不 可 能 成 立 , 因 此 r+r 宇 2 
4 由 (4.4.9) 和 (4.4.14) 式 有 


deg J < < 12713 d= (log Sor, 
而 由 (4.4.15) 和 (4.4.18) 式 有 
hJ) <A Sd "(log SI r, 
由 此 二 式 可 知 
PJ) = h(J) + deg J + log(h(J) + deg J) 
< 42° Sd r (log S ta (4.4.20) 


HF dimJ = r-2= (r-1)-1, 由 归纳 假设 ( 即 z 的 “ 极 小 性 ”) ,定理 5 对 
理想 J 成 立 ,于 是 ,注意 (4.4.20) 式 ,我 们 有 


log | JCE) | Š- 内 ip(CJ)Cdeg JD™ Clog oJ) = 
S- plaasdam idog S). 


MA? > ph 时 此 式 与 (4.4.19) 式 矛盾 .于 是 定理 得 证 . 
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4.5 «x, e" 和 工 (1/4) 的 代数 
无 关 性 的 直接 证 明 


这 个 证 明 是 基于 下 列 关 于 7 和 TT(1/4) 的 代数 无 关 性 度量 ,其 中 ,| ， | 
是 通常 的 绝对 值 . 
定理 6 存在 常数 co > 0 使 对 任何 非 零 多 项 式 AC ZLx, yj」 有 不 
等 式 
A(x, r( (+)) > exp(— co T3 (log T)6) (4.5.1) 


成 立 , 其 中 ,了 是 任何 满足 下 式 的 数 : 
T > log H(A) + deg A + log(log H(A) + deg A), 


而 H(A) 是 多 项 式 A 的 通常 的 高 . 

注 1 G. V. Chudnovsky 于 1982 年 宣布 了 第 一 个 x 和 TT(1/4) 代 数 无 
关 性 度量 结果 ( 见 [25]) ,但 其 证 明 不 完全 正确 .1988 年 ,G. Philibert!’ jag 
循 Chudnovsky 的 方法 给 出 了 一 个 正确 的 证 明 , 得 到 | A Cr, 11/4) | > 
expl- c(e)(T(A))?™), Hip, e > 0 任意 给 定 ; TCA) = log H(A) + 
deg A. 还 可 以 参见 M. Jabbourit 和 3]. 

现在 由 定理 6 推出 定理 1 的 推论 1( 即 x, e* 和 荆 (1/4) 的 代数 无 关 性 ). 
先 证 明 下 列 的 辅助 结果 . 

引 理 4 存在 正 整 数 N 的 无 穷 序列 及 多 项 式 BN € ZLz, xl，x2] 满 足 


deg,By <2N, deg, By << ciNlogN (i =1, 2), 
log H(By) < cs N (og N)?, 
并 且 对 于 ,4g = e” 有 下 列 不 等 式 成 立 


0<| Bv(qg，P(qg)，O(q)) |<e2™ 
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证 设 工 是 足够 大 的 整数 ,在 命题 1 中 取 Li = Lo = L, BE Z[z, 
Xis Xo» x3] 是 命题 中 定义 的 多 项 式 . 设 M 如 (4.2.4) 式 所 定义 . 取 N 为 整 
数 ,满足 条 件 

N” > MS CN = 19". 
由 《4.2.4) 式 易 知 工 过 2N, 并 且 
degz:B<L<2N, deg, B&S ciıNlogN (i =1, 2,3). 
log H(B) < cz N (log N)?. 


4q=e "时 , 易 算 出 (第 4.2 节 中 定义 的 ) 数 


有 ; 
ro = min Al ala = 2e T, 


所 以 及 = 5.4…, 从 而 命题 1 的 (4.2.13) 式 给 出 
02] Big, PCa), Ola), Rtgs | ae oN , 


因为 R(g) = Re") = 0, 所 以 引 理 得 证 . 

现在 来 证 明 r，efx 和 了 (1/4) 的 代数 无 关 性 . 设 er 是 域 K = 
Qa, TA/4)) 上 的 代数 元 .用 rE Z [x, T(1/4)]] 表示 这 样 的 数 : 它 使 数 
tq, rtP(q) 及 rtQ(g) 都 是 环 Z [x, T(1/4)] 上 的 整 元 . 设 N 是 足够 大 的 正 
整数 , B = By 是 由 引 理 4 确定 的 多 项 式 . 记 


人 
由 引 理 4 知 G 是 Z [x, T(1/4)] 上 的 整 元 .定义 多 项 式 
A = Norm G (Norm FH Q(q, P(q), Q(q)) 1K), 


HBA A= A(x, TT(1/4)), AE Zx, x2j], 并 且 由 引 理 4 及 第 2.1 节 引 理 
1 可 推 得 


deg A + log H(A) < c3N(log N)?, 


4 


o< A(x, r(=))|<e™. (4.5.2) 
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取 T = log H(A) +deg A+ log(log H(A) +deg A), Wl] T<c,NCogN)*, 
且 由 (4.5.2) 式 得 知 当 N 充分 大 时 


1 

A(x. r(})) |< exp(= co I? dog T)*) 
这 与 (4.5.1) 式 矛盾 ;因此 @”; x, 工 (1L74) 代 数 无 关 . 

下 面 来 证 明定 理 6, 为 此 只 需 证 明 下 列 的 

命题 2 设 g =e2r,5= (1, Pq), O(qg)) ER3. 那 么 存在 常数 
4 0, H2 > 0 Ex FH QL xo, X1， x2] 中 任何 齐 次 纯粹 理想 了 有 下 列 不 
等 式 成 立 . 

1) # dim J = 1, Jl 

log | 1(6) |>- po T’? (log T)®; 
2) # dim I = 0, Ill 


log | IC) | =>- m T? (log T)”, 


其 中 ,了 是 任意 满足 下 列 不 等 式 的 数 : 
了 二 eg 
我 们 首先 由 命题 2 推出 定理 6. 设 定理 6 不成立, 那么 对 于 足够 大 的 
%3 ,存在 多 项 式 A E ZLx, yj],，A 半 0, 以 及 数 工 使 得 


1 


A(x. PS) < expl- Ys T Clog TY), 


T > max{log H(A) + deg A + log(log H(A) + deg A), e}. 


Io = ag cans Pig) = Pte) = 二 ， Otay = Ole} = 
TG 


317 (1/4)8/(2n)®, a Me on, oT(1/4) 都 是 环 ZLP(q)，Q(q)j] 上 的 代数 
整数 (其 中 , q = e 2"). (例如 ,oT(1/4) 满 足 方程 Xs — 28 - 35 - Pq). 
Ogy =O + 

BS Norm (cdes44 (x, | 


))) 


(其 中 ,Norm H Q(x, (1/4) ) 到 QCPCq)，2(09))) .于 是 得 知 存在 非 零 多 


Ale 


172 第 4 章 Ramanujan 函数 值 的 代数 无 关 性 
项 式 BEZLx，y] 及 绝对 常数 cs 二 0 使 得 B = BCPCQ), Q(q)) 满足 
Ol BP OCg)) |< exp(— aT (oe TH + cs TD, 
log H(B) + deg B > log(log H(B) + deg B) < cesT. 


现在 定义 齐 次 多 项 式 


C= a oe . B| 一 
Xo Xo 


Fit I= (C) 是 环 Q[Lxo，x1，x2zj] 中 的 由 多 项 式 C 生成 的 齐 次 主 理 想 ， 
那么 dim Z = I( 见 L138] ,第 二 卷 , 第 七 章 , 定 理 23), 并 由 第 2.1 节 命 题 
3 得 


log | I(@) |<- 7; T? (log T)® + cT., 
h(I) + deg I + log(h( 1) + deg I) < c7T. 
车 选取 六 足够 大 即 知 上 二 式 与 定理 3 的 情形 DAR. Abe M OO 成 立 . 
命题 2 之 证 ”证 法 与 定理 4 和 定理 5 的 证 明 类 似 . 对 r+ = dim/ +1 = 
1, 2 并 取 j, = 2975 Cr = 1, 2) 进行 归纳 ,其 中 4 选取 得 足够 大 并 加 以 固定 . 
r = dim? +10 <r <2) 是 使 命题 不 成 立 的 最 小 的 数 . 
用 TT 表示 具有 下 列 性 质 的 数 : 存在 维 数 为 r -1 的 齐 次 素 理 想 , 满 足 
条 件 
ACB) + deg Pe log(hCB) + deg MY T, (4.5.3) 
log | BCE) | <— MS TE log T=. (4.5.4) 
我 们 首先 证 明 这 种 数 存 在 . 设 不 然 ,那么 不 等 式 
log | BCE) |- a9” -6 SOB) Clog $(B) = 


ext A ERA r - 1 FRB BC lxo, xi x2] 成 立 , 其 中 ， 
PCP) = hOB) + deg B+ log(h CB) + deg W. 于 是 对 于 任意 维 数 为 上 -1 的 
齐 次 纯粹 理想 了 CQLxo，xl，x2?j], 由 第 2.1 Ware 2 可 推 得 


A(R) + deg Bj <5(h(1) + deg I) (j = 1, =, 5) 


4.5 mz, e" 和 TC(1/4) 的 代数 无 关 性 的 直接 证 明 


RREA Ss 31k (hOB) + deg Pı- log(SCh(I) + deg 1))) 
j=l j=l 
< cgh(I), 
其 中 , Be. kj Sj <5) 的 意义 见 上 述 命题 .注意 函数 
X (log x)® 


当 x 宇 1 时 单调 上 升 ,所 以 
3) SRI) Cog $08, 7 < CesT log cad I). 
仍然 由 上 面 引用 的 命题 (其 中 最 后 一 个 不 等 式 ) ,可 得 


low | IGS Ss S kj log | P;E) |- 8deg I 
j= 
>- 297-6 X kART og 8P) — 8deg I 
j=] 


— 297-6 cg (C1) (log $1). 


但 当 4 充分 大 时 ,这 与 r+ 的 “ 极 小 性 ?矛盾 ,所 以 上 述 的 数 了 存在 . 现 设 了 和 
办 是 满足 条 件 (4.5.3),(4.5.4) 的 数 和 理想 ， 

类 似 于 命题 1 可 证 明 当 N 充分 大 ， 存在 多 项 式 B = By E€ Zlx,; X29 
x3] 适 合 条 件 


deg By cioNlog N, log H(By) < cu Nog N)?, (4.5.5) 
并 且 满 足 不 等 式 
expl- clz2N3) 委 BNPGq)，O(Cq)，R(C9)) 委 exp(- N?) 
(4.5.6) 


其 中 ,deg By 表示 By 关于 xo，xl，x2 的 (全 ) 次 数 . 设 N 是 满足 下 列 不 等 
式 的 最 大 整数 : 


1 
2039 N® < minl 2A- 6 T= r (log TIE log 5 À (4.5.7) 


其 中 ,2 是 6 BB AE ES 4 A 足够 大 时 NN 也 充分 大 .我 们 定义 多 
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项 式 


X1 X2 
ee ey EZLxo, X1， xo], 
Xo Xo 


= deg B 
E = x0? n + By 


HAH q =e 2" WR REg) = 0, 所 以 
ECS) = By (Pla), Qla), Rg). (4.5.8) 


我 们 证 明 : EE P. RAR IBA ECP. HH 2.3 节 引 理 10 的 推论 1 容易 
推出 


| EC) |< PH(E) | € |r”, 


其 中 元 三 deg E = deg By, HCE) < H( By). 于 是 由 此 及 (4.5.5); 
(4.5.7),(4.5.8) 诸 式 得 到 


log | By(P(q), Q(q), R(q)) | = log | ECS) | 
< log P + log H(By) + n(5 + log | & |) 
<- 2cı2 N? + cy, Ndog N)? + cy) (5 + log | E |)Nlog N 
<- cy N°. 
X54.5.OKRA E.MY E ¢ $. 


现在 将 第 2. 3 节 命 题 5 应 用 于 理想 PRET E. AWS 7 = 
1+[5cq2]. 依据 |‖ E || EWEX RTA 


log || E || = log | EC) |- log | E |- deg E= log | § | 
x log] EC |, 
FF LA H (4.5.6), (4.5.7), (4.5.8) RB 


— log || E || e =- Vlog | By(P(q), OCq), R(q)) |= IN? 
3 ， 9r-6 r= = 1 
> 5c N°’ > 2min{ 2A T dog T), be- A 


因此 该 命题 的 条 件 在 此 成 立 , 从 而 当 + = 2 时 存在 环 Q@[xo,， x1，x2zj 中 的 齐 
次 纯粹 理想 /7 ,满足 下 列 条 件 


deg J < 7n deg $, (4.5.9) 


x3 x, efa TA/4) hA žk E A E y E EA 
hJ) < Wnh(PB) + hCE)deg B+ 8n deg V), 
log | JKE) | 这 = T (log T) 
+ 1(h(E)deg B+ nh(P) + 487 deg P), 

HEHEHE r = 工时 | ICS) | = 1, 则 上 式 当 ” = 1 时 也 成 立 . 

现在 由 (4.5.7) 式 得 

N < 33-2 T= (log T) 去 ， 

由 (4.5.3) 式 推出 


ABT, deg <2T(log TT)" 


(4.5.10) 


(4.5.11) 


(4.5.12) 


(4.5.13) 


(第 二 式 可 用 反 证 法 证 明 ). 由 (4.5.5),(4.5.12),(4.5. 13) 诸 式 ,并 注意 


h(E) < log H( By), 我们 有 
7(h(E)deg B+ nhCB) + 48n deg B) 
< Ccu Nog N)? + 2T(log T)! + cio NClog N) 
+ 48 * cy Ndog N) . 2T (log T)-1) 
< 401 TN (log N) LAITE log T). 
H (4.5.11), (4.5.14) stay #4 


log | ICE) [= a9"-8 TF (log TI. 


当 r = 1 时 (4.5.15) 式 不 可 能 成 立 , 于 是 + = 2. 
最 后 ,由 (4.5.9),(4.5.12),(4.5.13) 诸 式 得 


sw 


(4.5.14) 


(4.5.15) 


deg J = 2c. 7T Clog T) -+ Nlog N < 4c TN <A° T” Clog T5 


另外 ,还 由 (4.5.10),(4.5.14) 式 得 


h(J) <A T? (log T)?. 


$(T) = h(J) + deg J + log(h(J) + deg J) 


< 44° T (log T>. 


(4.5.16) 
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因为 由 归纳 假设 (Cr 的 “ 极 小 性 ”) 可 知 当 dim J = OCB r = 1) 时 命题 成 立 ， 
所 以 

log | ICE) |=- at)? Clog BF)? , 


由 此 式 及 (4.5.16) 式 立 得 


log | J(5) |>- A’ T? dog T)®. 


这 与 (4.5.15) 式 (其 中 ~ = 2) 矛盾 ,于 是 命题 得 证 . 


4.6 补充 与 评注 


1 关于 Nesterenko 定理 最 初 的 证 明 可 见 原始 论文 [8'80 ,证 明 中 应 用 
了 代数 无 关 性 判别 法 则 ,我 们 将 在 第 6 章 给 出 .本 章 主 要 按 他 的 论文 [31'82] 
改写 ;这 些 证 明 的 共同 特点 是 不 使 用 代数 无 关 性 判别 法 则 ,而 是 基于 某 个 理 
想 在 特殊 点 上 的 “ 值 ” 的 下 界 估计 .在 L84j 的 第 3 章 中 , Yu. V. Nesterenko 
概括 地 论述 了 这 两 种 方法 . 

2 RF r, e 和 TT(1/4) 代 数 无 关 性 的 直接 证 明 , 关 键 是 将 问题 归结 为 
某 个 相关 的 代数 无 关 性 度量 .这 个 方法 的 原始 思想 出 自 S. Lang 的 专著 
[49]( 见 该 书 第 5 章 , 特 别 是 “历史 注 记 ”).P. Philippon[l06, 107] 进一步 发 展 
了 这 个 思想 ,并 提出 了 天 函数 的 概念 .在 L84j 的 第 4 章 , 他 概述 了 这 个 方 
法 ,特别 ,其 中 包含 了 r, e 和 TT(1/4) 代 数 无 关 性 的 另外 一 个 “直接 证 明 ” 
( 见 该 章 第 4.3 节 ). 

3 关于 Nesterenko 定理 的 p-adic 类 似 , 可 参见 L129，130], 还 可 
见 [134]. 

4 关于 Nesterenko 方法 对 于 其 他 重要 函数 的 值 的 代数 无 关 性 问题 的 
应 用 ,还 可 见 : 第 5.4 节 (Mahler 函数 ), 第 6.5 WEN 4° GE Be RO , LA eK 
献 [77, 78 |( Weierstrass P AXO . 55 Hb. — 4S BEF AY BHR AT ULL 45 ] Jacobi 椭 
AKO. 

关于 函数 值 的 代数 无 关 性 的 主要 方法 及 重要 结果 的 较 新 的 综述 可 
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见 183 ]. 
5 Nesterenko 方法 的 一 个 最 新 应 用 可 见 S.V. Mikhailov. Mat. Sb., 


2007,198:67-88(in Russian) ,研究 了 超越 型 的 Chudnovsky 猜想 ( 实 的 情 
形 ). 关 于 这 个 猜想 ,可 见 《 超 越 数 引 论 》,p.21. 


第 5 章 Mahler 函数 值 的 
代数 无 关 性 


Mahler 函数 在 超越 数论 的 研究 中 占有 重要 地 位 ,并 且 在 计算 机 科学 和 
分 形 几何 中 都 有 所 应 用 .本 章 主要 研究 其 代数 无 关 性 质 , 包 括 三 个 方面 : 
Mahler 函数 (在 CCz) 上 ) 的 代数 无 关 性 ,Mahler 函数 在 代数 点 上 的 值 的 代 
数 无 关 性 ,以 及 代数 无 关 性 度量 .前 两 类 问题 主要 涉及 经 典 方法 ,后 一 类 问 
题 着 重 于 Nesterenko 方法 的 应 用 . 


5.1 一 类 Mahler 函数 的 代数 无 关 性 


设 下 是 一 个 特征 为 零 的 域 , 工 = 下 (zi1,…,zn) 是 上 的 n 个 变量 
zl1，…，zn 的 有 理 函 数 域 ,M 是 上 的 n 个 变量 zi1,，…, zh 的 形式 考级 数 
环 下 [Lzi,…, zn | 的 商 域 .还 设 DQ 是 一 个 n 阶 非 奇 异 非 负 整数 矩阵 ,其 特 
征 值 均 非 单位 根 .运用 下 式 定义 一 个 自 同 态 o: M>M 


f(z) = f(Q@z) F EM): 
此 处 , 若 Q = (wij), GES CZs gy Zi) E CARS 则 定义 


Oz = | [| 
j=] j=l 
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对 于 zz = Capes Zn) BA = Apso, An) Bid 2* = Zoon 


本 节 主 要 证 明 下 列 K. Nishinkal®?! 的 一 个 结果 
定理 1 设 用 EMCG=1l,… k;j=1, =, nG) 满足 函数 方程 


aj 

2 本 

fir (i) fa bi 

A Ao, ai 0 5 A 
fa , ; fi, no (Binns 

i, nli (i) a G) 

a aci), 1 anid, nd)-1 Qi 
Cis Dey sn Rya C5113 


其 中 ， Ai» ac’ EF, a; #0; arapo bj € L. WẸ fyli = 1, = k; 
j=l, |, nGa) Æ L ERKAK MAFTEI, =, k) WARS FR 
{iis SI i,} 及 非 零 元 素 Ci» y c EF 适合 


人 


1 
此 处 g 满足 
g = a; g tc bd; ,1 PER CODE oc His 


为 证 明定 理 1, 首 先 给 出 下 述 辅助 引 理 . 
引 理 1 如 果 g © MM, 并且 


e = ee tds Cd €P (5.1.3) 


那么 8g € F. 

证 ”可 设 c0( 不 然 引 理 显然 成 立 ). 由 非 负 和 矩阵 的 谱 性 质 可 知 只 具 
有 一 个 正 特征 值 e 之 1, 它 的 所 有 特征 值 的 绝对 值 才 6, 并 有 是 有 非 负 特征 矢 u 
使 Qu = pu. 适当 变动 变量 下 标 顺 序 , 不 妨 认 为 U = Cups ts Um» Oo, 
0)"《 此 处 + 表示 转 置 ) U, s um > 0. 如果 m< n, 那么 有 分 块 形状 


A B 
Q = | | (5.1.4) 


其 中 ,A 是 m KEE, D 是 n 一 m 阶 矩 阵 , 两 者 均 非 奇异 矩阵 ,并 且 它 们 的 
特征 根 均 非 单位 根 . 
现 对 n 用 归纳 法 . 当 n = 1 时 , 引 理 可 直接 验证 . 现 设 n > 1, 且 当 变量 
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个 数 二 n 时 命题 成 立 . 令 

(R= CA, u)|AENG) = (Ror Rio}, C= Ro Ri, 
其 中 , (A, u) = Apu, te +AU, HA = AL, A) 5 u WAR. OO 


f(z) © FLLz]1, 那么 可 将 它 分 解 为 
P= Dine. fei = SS fee oe: 


(A, W=R 
其 中 , 求 和 号 中 R 遍历 序列 {Ro，Ri，…}, 并 且 每 个 fk (z) 是 变量 z= 
(zis o Zm) 的 多 项 式 , 其 系数 是 变量 z”= (zm11，…， Zn) EBM TE 
意 , 如 果 记 zj = yjstidl_<j<n), WAH u 的 定义 得 


fet): = fras TRZ = fry E. 
现在 设 g(z) 0, 并 令 
gtz) = Piz) (OC), P, O EEL 
将 P，Q 表示 成 分 解 式 
Piz) = DUP RZ) Oz): = >ar), 
那么 只 需 证 明 
Pesa? = T 4E Faa C= 0, 1, e): (1:5) 
由 (4.5.3) 式 我 们 得 到 


ipp RS Diag CY) s®) 


= CDP gS") Digg Ay) + dD 19g DSO ap (BY). 

(5.1.6) 

wR; WR; 分 别 是 使 PR O) #0 和 ar O) 0 的 最 小 下 标 , 则 Ri = Rj. 

这 是 因为 如 果 R; > Rj, 那么 (5.1.6) 式 中 s 的 最 低 次 项 在 左边 是 

PR ODAR (VISE, 而 在 右边 是 dap (Wg CRYST; 或 者 

cpR Dap (Dy) shi ， 因 而 得 到 矛盾 ; 同 理 不 可 能 R; < Rj. 于 是 
Ry =R;> 并 且 比 较 (5.1.6) 式 两 边 s 的 最 低 次 项 可 知 


5.1 一 类 Mahler 函数 的 代数 无 关 性 
Pr (SQy)qr Cy) = op, Wag RY) 十 ddk (Yd, (Ry). 1.) 
现在 证 明 (5.1.7) 式 列 含 

Pr Cy Ge MM =aeceF. 

为 简便 计 , 略 去 下 标 Ri;. 将 p(y) 和 4q(y) 写 成 y = Ois ts Ym) 的 多 
项 式 

p(y) = SPY Dy", aly) = DI Ny {6.1.8) 

a a 


其 中 ,系数 是 y” = Cy mtr’ 二 Yrd MEDEE HIA 


k-2 k-1 


PO SF sila ae id a ome sD 


p(aky) 


=$ k-1 


q( Qty) = Sante ee See ve BA B) p'ha" ， (5.1.10) 
对 于 表达 式 yy (v40, t €E NY ), 将 t 称 为 它 的 秩 , 并 按 字典 顺序 排列 . 
对 于 上 = 0,1,2,…, 仿 LxA* 和 viAh* 分 别 是 (5.1.9) 和 (5.1.10) 式 的 
右边 最 低 秩 的 项 的 指数 .因为 A 是 非 奇 异 的 ,所 以 x4* = 0 没有 非 零 解 ， 
因而 Kx 和 vx 都 唯一 确定 .但 因为 w 只 能 取 q(y) 的 表达 式 (5.1.8) 中 
WE CA, u) = R; 的 那些 4, 因 而 存在 一 个 4( 记 为 v) 及 一 个 由 非 负 整数 
组 成 的 无 限 集 合 A 使 Vi =yY( 当 一 切 上 E A); 同样 Ar 也 只 有 有 限 多 个 
可 能 值 , 所 以 存在 非 负 整数 着, KOA, hk, {Ë Hp, = BP, GEX H). H 
(5.1.7) 式 可 得 


PC 7y) _ ok POD 


PRO eg? sh ose ds 
q(a"y) qty) 


patty) _ ok PD 
q(aty) q (y) 


CO TG te O 


q(aky) oo 


由 此 得 到 
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PCD4y)qgCD2y) = crp Qry)q Oky) + d'q(Qky)q ary). 
CS des) 

比较 两 边 最 低 秩 的 项 的 指数 ,得 到 或 者 

H,A* +v,A" = HA + v,A*, 
或 者 

HA“ + v,A" = vA‘ at vA”. 
因为 A 是 非 退 化 的 并 且 不 以 工 为 特征 根 , 所 以 得 下 = v. 应 用 (5.1.9)， 
(5.1.10) 式 ,并 比较 (5.1.11) 式 两 边 最 低 秩 的 项 的 系数 得 

pr CD*y) ut D"y = ct -hpp (Dry’) gn Dry") 


+d' qr(Diy’)qgn( Dery"), 


pa DEEDE poe PRD Y D o 
=c ae Mats 
qu D*-* cp" y’)) Qu Dry") 


因为 矩阵 D* “具有 与 8@ 类 似 的 性 质 且 阶 数 二 n ,所 以 由 归纳 假设 得 
Pp(D"y") = aqu(D"y"), aE€EF,az0. 
视 D*y" 为 变量 ,比较 上 式 两 边 同 次 短 的 系数 可 推出 
Puty) = agp ty’). Cci I2) 
& rly) = ply) - aqy), W] ry) = 0. 设 不 然 , 那 么 由 (5.1.7) 式 得 


P(Qy)qly) — aq(Qy)qvy) 


r(Qy)qly) 


cp(y) q(Qy) + dq’ y)q(Qy) — aq(Qy)qCy) 


cr(y)q(Qy) + (ca + d - a)qly)q(Qy). 
3 


我 们 用 OVRE p(y), 用 (5.1.13) 式 代替 (5.1.7) 式 ,进行 与 上 面 类 似 的 
推理 ,将 会 得 到 一 个 与 (5.1.12) 式 类 似 的 等 式 (其 中 ,p(y) 代 以 rcy)). 但 
由 (5.1.12) 式 可 知 r(y) 不 含有 秩 为 4(= v) 的 项 ,因而 比较 该 等 式 两 边 最 
低 秩 的 项 的 指数 时 得 到 v = Be AB, 这 是 矛盾 的 ,所 以 确实 ry) = 
0, 若 恢复 原先 略 去 的 下 标 R; , 即 得 要 证 的 等 式 


5.1 一 类 Mahler 函数 的 代数 无 关 性 


Pg NWO = aq, D)o (501314) 


并 且 由 (5.1.13) 式 得 a = ca +d. 

MA j> i, HAG] = i,…,j 一 1 时 (5.1.5) 式 成 立 .我 们 比较 
(5.1.6) 式 两 边 s% * ;的 系数 .注意 ,如 果 有 某 个 下 标 组 Ci’, JOG, j), 
i’, 六 之 i 使 得 eR; + Rj = oR; + Ry WAR, Hmi, j <j. F 
是 由 关于 (5.1.5) 式 所 作 的 归纳 假设 得 知 


Pp O) = agp SP Py SY? = Gn KY? 
由 于 对 这 组 (i , fA OR; + Rj = eR + Ry, 所 以 在 (5.1.6) 式 左边 与 
G’, JORDER se + R 的 系数 所 作 的 贡献 是 
Pp, sya Lyd = “a da SY)» 
而 在 (5.1.6) 式 右边 这 个 贡献 是 


cPR Viar (Qy) + dap, Cy i (Qy) = (ca + 0d09R (QW) dp (y), 


因为 a = ca +d, 所 以 它们 互相 抵消 .总 之 ,比较 两 边 系数 的 最 终结 果 是 
Pg Uyap hy) = cPR Dap RY) T ddp apg CRY), 
由 此 式 及 (5.1.14) 式 可 推出 
dy Eya = eP SY? + 44» S¥): 
但 因 a 一 d = ca, c #0, 所 以 得 
Pp D?) = adp tY? 


依 归纳 法 知 
Pp CY) OG Gey Ls ys 


l 


由 此 易 见 (5.1.5) 式 对 1 SO R, MA 
g(z) = PCz)/OCz) = pb a eee? =aeceF. 


于 是 完成 了 命题 的 归纳 证 明 . 
现在 我 们 来 考虑 m = n 的 情形 ,此 时 (5.1.4) 式 不 再 成 立 . 我 们 令 
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21(21, sey Zna Srtys “*" 9 Zon) = C21 Z gas ZQZn4+19 Ty A s 


因为 


Ff FIER g € M, 所 以 
GO C zis a Zan) = Rhee aids r ZnZn)» 
其 中 ,ol 是 由 81 定义 的 Mi 上 的 自 同 态 ,而 Mi Æ F [Lzis > Zon IM 
域 .于 是 由 (5.1.3) 式 得 
A = ytd.: 
依据 上 面 所 证 结果 可 知 gi Cz1. s Zon) C FE , FÆ gzis °°, Za) = 
Bi CZ Seza boe D E F uR 


k 


定理 1 之 证 我们 对 s = 》)n(i) 用 归纳 法 . 当 s = 1 时 ， 


i=1 


g=fuea =1, ai = Ais {iz} = {1}; 


现 设 s > 1, 且 命 题 对 于 函数 总 数 二 Dno 的 情形 已 证 .车 函数 fi i = 
lee, kyj = Dyt nti EL ERRER MAT iE fyi = 1 3 
k=1; false, mCi)» firs ts fr, nik)-1 在 L 上 代数 相关 (不 然 , 由 归 
纳 假设 ,命题 已 成 立 ). 用 xij(i=1,…,k;j=1,…,n(i)) 表示 不 定 元 ， 
MLx] = ML X15 + Xina) X21 ts Xk, nck) | Æ M 上 x 的 多 项 式 组 成 
的 环 .将 xij 按 上 述 顺序 排序 ,并 按 字 典 顺序 将 它们 的 单项 式 排 序 .用 下 列 诸 
式 定义 MLxj 的 自 同 态 了 : 
Ta =a (a€ M), 

4i 

as? aj; 0 


G) 
Qnciy, 1 YY Anti, at- Qi 


5.1 一 类 Mahler 函数 的 代数 无 关 性 


Xi, ni) bi, nci) 
存在 非常 数 且 最 高 次 项 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 FE L x E14 
Ff = Pf ws fi mdm ons yf ney = 0: 
WF = Dibsx!s by Gb J = Cims s Jn weiss Jove > J, nea) € Nos 


六 Ž 
x = Xil A nOy kinik)" 那么 


TES) = Sr! =i ar PS FS 
J J 
我 们 将 F A TF 写成 
F(x) = Dele» 站 站 n(k)? 


TF(x) = Dida Grn “9 XK, wins RS. n(k)? 
h 
其 中 , ens dy © LU xis s Xk, nco-i] 都 不 全 为 零 ,还 令 


Fie) = Den fis es fern" 
h 


Fo(x) = Sdn fais aes OEA 
h 


因 为 fu» a Ie, nto- fe. L 上 代数 无 关 , 所 以 Fi, F 是 LCfu> see 
fx, ncx)-1) 上 的 非 零 多 项 式 ;又 因为 在 LL 上 不 可 约 , 所 以 Fl 也 在 
Elfin sf ron O EAR A FiS kento) = Fal fa, acid = 0; 
所 以 Fi|F. 注 意 Fi 和 Fo 次 数 相同 ,所 以 得 到 

Fatx) 《0 人 
比较 此 式 两 边 x ALR AE AAP fio oh fe, wb-1 的 代数 无 关 性 可 知 对 应 
项 系数 作为 x11 ，…，Xxk, nck)-1 HAMA 4S IFA EC L, 于 是 得 到 

了 三 0 
我 们 比较 此 式 两 边 最 高 项 系数 (注意 ai, a EF ) ,可 知 <EE. 
现在 设 P(x) € LLxj 是 集合 
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F= {F(x) | F(x) € L[ x], TF = &F + xy( 某 个 &, nE F)} 
中 (全 ) 次 数 最 低 的 非常 数 多 项 式 ,于 是 
TP = €P +7, & EF (5.1.15) 
用 Dj; 表示 偏 导数 9/9xi;，, 那么 有 


aiTDr, gomP = Di, min TP = Di, neP + p= EDn ain P: 
(5.61216) 


因为 Di, no P 的 全 次 数 小 于 P 的 全 次 数 ,而 由 上 式 可 知 Di na PE FI 
AE P 的 定义 推 知 D;, ,ci)P 是 “常数 ”, 亦 即 属于 工 . 注意 TT 的 定义 以 及 
(5.1.16) 式 ,由 引 理 1 得 到 


Dy nti PS 21,40) ER Mt Sy os kD. 


我 们 记 和 多项式 
k 
Q aie ine ee n(r) Xr, nír) 
r=1 


€ L[ x sy X1, n(1)-19 X219 s Xk, aker» 


因为 


Di, win TQ = 077 D;, nev = aT Di, wpa lk: 


k 
Dr np lI = Dy patie = DG nGry Xr, ner). 
r=1 


= Di, ntiy ESP 二 y= Der, seat ages ee B nry) 
了 
所 以 
GID). ne Dy, woty th E Cnr a 下 


但 因为 Di, nci)-1P 的 全 次 数 小 于 P 的 全 次 数 ,所 以 与 上 面 类 似 可 知 
Di;,n(i)-1PEL, 从 而 由 引 理 1 得 到 


5.1 一 类 Mahler 函数 的 代数 无 关 性 
Dinn- iP Hei, ate Phe lo RD. 
继续 上 述 过 程 ,可 得 
P= Jery tbe cy OF «bE Ly 6.1.17) 
由 此 有 E 


TP = 了 (>7cizji +b) 
inj 


= Ci) Ci) o 
= D> Cy ay tap aks, ja e Fa ee t bytb ’ 
i,j 


再 由 (5.1.15) 式 知 TP = EC De yx PDI ae > 从 而 
Dalat ta ikea to Pay ene Byes be 
fof 
= & Seyxy + b) +7. (5.1.18) 
SI = Nii, ir) 是 这 种 下 标 i 的 集合 : 存在 某 个 j 使 ci 40. BS 
J, = maxi | Gr O~ Ch = di ey), 
比较 (5.1.18) 式 两 边 xi 的 系数 可 得 
Cy pag = Sey ge Oy Se. TRS Tae ry 


因此 


aj; aj al aj & (Bel, 19) 


我 们 来 证 明 J, = 1 Ch = 1, -°, 1). EDAMA EN ABI, > 1. 比 
较 (5.1.18) 式 两 边 xi ,J, -1 的 系数 得 


re) 
cj ya ae Cay Vig: ECs E 
iJ, Diehl E i ino J, 1? 


注意 (5.1.19) 式 可 知 a., = 0, 这 与 假设 矛盾 .因此 确实 所 有 Ja = 1. 
因而 当 i J 及 iEJ 但 jl1 时 有 ci = 0. 于 是 由 (5.1.17) 式 得 到 


P= Ataa bs c41#0,bEL, 
h=1 


而 (5.1.18) 式 变 成 
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Ci eX + Dis + b? = A , $ +n. 
> rik i, èal bi 1) b OnE oe b) 7 


h=1 


比较 此 式 两 边 常 数 项 得 
Donibi + b? = Eb + 9. (5.1.20) 
由 此 及 (5.1.1) 式 ,并 注意 (5.1.19) 式 ,我 们 有 
(Deraf eh) = dei (ai fia + By a) +B? 


= al eraf + b)+ 7. CSAL) 
于 是 由 引 理 1 知 
Taif PDGF: 
(AAA bE L, 所 以 
a ef. 
将 ci 1 IDA cn ,并 令 
BS Paas 
注意 由 (5.1.20) 式 得 
Qi b t= b? = ree 
于 是 由 (5.1.21) 式 推出 E 
EE ai 8t D 


定理 至 此 证 完 . 

定理 1 包含 了 许多 已 知 结果 (例如 [48, 53, 93] 等 ) 为 其 特例 ,下 述 特例 
( 见 [93]) 在 后 文中 用 到 ， 

定理 2 i filz), s, fm(z) € M, 且 满足 函数 方程 


fi Cz) fi (Qz) blz) 
: =A : + ; ， 人 2 
a) fm Qz) Bm CZ) 


5.1 一 类 Mahler 函数 的 代数 无 关 性 
其 中 ,A 是 m BYE HICH CRF. b)(zDEL. WE fiso fn FEL 上代 


数 相 关 , 那 么 存在 No os Ym CF ,不 全 为 零 ,使 DY) E L. 


证 ”如果 det A = 0, 那 么 存在 不 全 为 零 的 力 ,…，ymEE ,使 A 的 各 
个 位 舌 (Wyi > ajm?) (j=l, AA m ) Æ 


SY Gae Fog jm?) = 0, 
j=l 


ie 
SS yf; = Shy aie ae) +6; 42)) 
j=l j=l k= 
= HOM TG Eee. 
kei jar pat 
= S)7jbj(z) € L. 


如 果 detA 40, HBAS B= RAR 是 矩阵 A-1 的 Jordan 标准 形 ， 
此 处 BAR 是 元 素 EF(F 的 代数 闭 包 ) 的 m 阶 矩 阵 . 由 (5.1.22) 式 得 


fi fi by 
Ro SR HAT = 
i ‘ae bin 
fi by 

= BR) i |- Ra 
Fin Dix 


由 定理 1( 其 中 式 (5.1.1) 式 中 的 矩阵 取 作 此 处 的 矩阵 B) ,存在 非 零 矢量 
(C1， hd : Cm) EF” 使 得 


fi 
gz) = Cys ta Cm oR * : € F(z, "5 pa 
Te 
A leis s Cm IR = (dys "es dm) E€ F”; BACIESH 


gd fy to Ft Am] m (5.1.23) 
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因为 fiss fm E M, g EF(zi,，…,Zm), 所 以 可 设 
g= plar DE Piao erza g EE larr izad: 


S fe F [[z;, i) Zad lÆ fis cee | tx 的 公分 母 , A, tik Bo} Æ UT (ok 
dm Rp 的 诸 系 数 中 在 下 上 线性 无 关 的 极 大 元 素 组 ,那么 


d; = D058 Ge De Gn (5.1.24) 
= 


ps Spe = DOB pa! = pS (5.1.25) 
Hh, Daye! EF [zrs ey zn IG = 1s 9) KREWE Gis) OE 
F° (i=1,…，m) 也 不 全 为 零 .不 妨 设 2)Xnz' 关 0. 由 (5.1.23) 式 得 
gadda tt gC aa = IP. 
将 (5.1.24),(5.1.25) 式 代入 上 式 并 比较 两 边 B 的 系数 ,得 到 
Qi fu hope to + Onin = (Dn fg EL. 


令 Y; = Qali = Ls a m), 因为 上 式 右边 不 为 零 , 所 以 Yi 不 全 为 零 , 于 是 


5.2 茶 些 Mahler 函数 在 代数 点 上 的 值 的 代数 无 关 性 


设 区 为 一 个 代数 数 域 ,一 组 函 数 fil), oy fr) ER Ez …， 
znj 称 为 在 KK 上 mod 区 (zi,…, zn)( 或 modK[zi,…， Zn DAMASK, 
如 果 对 于 任何 不 全 为 零 的 ci,…, ch, CK A cfi) t+ ce,f, (z) ¢Ẹ 
K (zis s Zan) ŒR EK [zi es zj) ;不 然则 相应 地 称 为 线性 相关 . 

对 于 2 = (wy) (有 具有 非 负 整 数 元 素 的 半 阶 矩阵 ) 及 代数 点 a = 
Cais s an) © A” CHEM A 表示 所 有 代数 数组 成 的 集合 ), a; 40 
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(i 三 lee, n), 我 们 设 它 们 具有 下 列 性 质 ( 见 《超越 数 引 论 》, 第 七 章 第 
Sa 

CL) @ 非 奇异 ,没有 一 个 特征 值 是 单位 根 ; 

(ID He 表示 的 绝对 值 的 最 大 值 , 当 k 一 时 OF 的 每 个 元 素 是 
O(e*); 

CI) 记 Rra = (af, ao), 4 k 充分 大 时 


log | a"? [<= op* Ci = l; 05 WD's 


Ht, o>0 是 常数 ; 

CIV) WR f(z) 是 变量 z = (zi，…，zn) 的 复 系数 震级 数 ,在 原点 的 
某 个 领域 内 收敛 ,那么 存在 无 穷 多 个 正 整数 大 使 FD4keu) £0. 

注意 ,由 非 负 和 抑 阵 的 性 质 可 知 , 上 述 性 质 ( 工 ) 草 含 o 之 1, 且 p 是 8 的 一 
个 特征 值 . 男 外 ,可 以 证 明 : 知 8 的 每 个 绝对 值 为 o 的 特征 值 都 是 2 的 极 小 
多 项 式 的 单 根 ,那么 性 质 ( 卫 ) 成 立 . 

定理 3 Rf), os fm(z)EK[[zi,…， znjj 在 一 个 包围 原点 的 
n 维 多 圆 盘 U 中 收敛 ,并 满足 函数 方程 


fi (2) fi (Qz) by (z) 
: =A : F : ， (a 
ed fa (Zz) Bi CZ) 


其 中 ,A SRE m BYR IR bi € K(z), @ Alo 如 上 所 述 ,并 且 对 
MA k SO, Dae U Hbi OA Oa AEL. mE falz), s, fim CZ) 
FE K (215 ts zn) 上 代数 无 关 , 那 么 fila), os fm (a) CE Q 上 ) 代 数 
无 关 : 

注 工 TER: fiss fm 在 区 (ZzZ1;…， Zn ERKE HAEN 
在 C (zi,，…， zn) 上 代数 无 关 ( 可 参考 (超越 数 引 论 ) 第 七 章 第 一 节 引 理 4 
的 证 明 ). 

引 理 2 KO, 满足 上 述 性 质 (I 工 ) 一 CTV ) , 令 


d, 
YCz; LY) y a gles 


i jei 


其 中 ,0; 是 互 异 的 非 零 复 数 ， SC E CIEzis riag Zn 1). WR gi (z) 在 原 
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点 正则 ,并 且 对 所 有 充分 大 的 k,， J(Q*a; k) = 0, 那么 gy lz) = 0( 对 所 
有 
证 对 2) di 用 归纳 法 .车 2)d; = 1, 则 4g =1, di =1, 因 而 由 性 质 
CIW) 知 引 理 成 立 . 现 设 >1, 并 且 引 理 当 > di 二 1 时 成 立 , 但 当 >) di = 
1 时 不 成 立 .于 是 8(z) = ga (2)40. 不 妨 设 64 = 1 (不 然 可 用 函数 0， 
Plz; xXx) 代替 Oz; x)). 考 虑 函数 
Elz; x) = g(Qz)(z; x) — g(z) QRz; x +1). 


因为 


q-1 d, 
g(Qz)$(z; x) = >) Sx gy (z)g(Qz) 
. = El 


a =1 


+ 2 94x!" 8a (28622) + O%x4a7! g(z) g(Qz), 


a d, k 
gezi z DN D S E gel Orgla) 
1 j=l 


i=l k= 

= 3 Spt : gy 1 PETER 
i=l 

= Ss Son 119; i. tem (Mz) e(z) 


d, =i 
+ Deg j=l see 4 Bigg (ZI pC) 
+ OF ete ge ee), 
注意 9。= 1, 我 们 得 到 
ql 


Elzy x) = by D Thyz) + Stat hyll; 


i=l 


其 中 ,已 记 


da, 
hy(z) = (QI (z) — gz) Dy FH eg Az) 
k=j 
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(J = Ls 5 dq FL 


d 
hi(z) = g(Qz)giy6z) -08(z) >) gir Rz) 
h=j 
Gi = i kes SSS ， q =i J = I AET ade: 
由 引 理 假设 ,当天 充分 大 时 


Elora: k) = 0, 


而 Didi + (dg -1) = 1-1, 所 以 由 归纳 假设 得 


hj(z) =0, hy(z) =0. (5222) 
特别 有 
ha, -1(z) = (zB, d,-1(2) BZ) gy, d,-1(Qz) 
+ (da — D8qa,(2z)) = 0, 
亦 即 


84,d,-1(0Z) g 84. a,-1 (Qz) 
g(z) ss AZ) 


于 是 由 引 理 1 可 知 


8q, d,-162)/8(z) EC, 


从 而 dg = 1. 但 由 归纳 假设 Da 1, 所 以 必 有 gq 之 2, 并 且 由 (5.2.2) 式 得 
hia, (z) = g(Qz)814 (z) — O18(z)814 (QZ) = 0. 
类 似 于 前 ,由 此 及 引 理 1 得 
81d, (2)/g8(z) € C, 


从 而 
Cl — @;)gCQz)2Cz) = 0. 


但 因为 0; 两 两 互 异 , 所 以 0 41, 从 而 g8(z) = 0, 这 与 原 假设 矛盾 ,于 是 引 
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理 当 RIL = 1 时 也 成 立 , 引 理 证 完 . 

定理 3 之 证 不 妨 设 a ，…, a RA 的 特征 值 全 属于 区 (不 然 用 区 的 
适当 扩 域 代替 区 ) .因为 fi; te 下 元 在 K (21, ae zn) 上 代数 无 关 , 所 以 
det A #0. 由 方程 (5.2.1) 得 


k-1 
A*f(akz) + >) Aib(Qiz) 


j=0 


f(z) 


A*f(akz) + bz), (5.2.3) 
其 中 


k-1 
pet = >) ACOs, 


WHS = feds ey fe Cs Ed = Ci, De DY WI 
RBP) = (bP Cz), +, D(z)? (rz 表示 转 置 ). 还 要 注意 ,如 果 A 
的 特征 值 中 有 两 个 其 比 为 单位 根 ,那么 存在 正 整数 N ,使 A” 的 互 异 特征 根 
之 比 不 是 单位 根 ;并 且 由 (5.2.3) 式 ,以 Q* RER, AN REA, bA (zd 
bz) ,那么 方程 (5.2.1) 仍 然 成 立 .于 是 我 们 可 以 认为 由 A 的 特征 值 生 
成 的 乘法 子 群 G 是 无 挠 的 . 设 fia), s fm (0) 代 数 相关 ,那么 有 


Drpfi la) + fm (On = 0, (5.2.4) 
H 
Hp, & = arr "5 tim) Ee Ng’ [Hl=m+e+4m SL, Th EZ 不 全 


HE. tp = (m, s tm) ENG, | BIS L) 是 未 定 元 ,并 记 = 


(th). + 
F(z, t) = Stuhr (zo fim (Zhe = Yotaf iz"; 


其 中 , 简 记 f(z)* = filz) fmz) n. 将 (5.2.3) 式 代入 (5.2.4) 式 ,由 
TRER: 


Fie, t= Stn O" = Y AO b tz" 
H B 


Dhue OI, (5.2.4) 
B 
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还 设 x 9 Big i 2s Ami a kee Was hs Wy PLE Gps os Ve te 
未 定 元 ， 并 用 下 式 定义 Tp lt; X; yy) (其 中 , MH = (m, …， tim) ENG s 
| | L): 

Dita (Xw t+ I = ST y(t; X; yw", 
u H 
其 中 


X = (xy) Cm BER) w = (wis s, Wm)”, Y = (Yis s Ym)” 
rt 表示 转 置 ). 于 是 由 (5.2.4),(5.2.5) 式 得 
HO S TC Ay bl 
Flzs t) = PCO"; Titr Ap bO CIN, 
te = Lu TAn Bey), 
F(a; t) = F(Q*a; T(t; At; b (a))) = 0, (5.2.6) 

其 中 ;TC…) 表 示 《TpC…)); T= Crp). 还 定义 集合 

Vir) = (OC) © KL | OCTA; p = 0 CK = 045-1, 9}, 


下 面 我 们 来 证 明 一 系列 命题 并 最 终 完成 定理 的 证 明 . 

命题 1 V(7) 是 区 [7] 中 的 素 理想 . 

证 首先 注意 ,由 Hamilton-Cayley 定理 , A = (aj) 满足 它 的 特征 多 
项 式 , 从 而 A* = Cai) 的 每 个 元 素 a 满足 同一 个 线性 递 推 关系 式 ， 
因而 


ay = = S) pri Ket Pig € CL]; 


其 中 ,an 是 A 的 互 蜡 特征 值 (参见 本 章 附 录 ), 于 是 可 以 推出 OCT Cr; A*; 
y)) 可 以 表示 为 下 列 形式 


>, PME DEE CO, 
A= 1]. 


其 中 , Bh € G 互 异 , 从 而 它 满足 一 个 线性 递 推 关 系 , 并 且 其 特征 多 项 式 的 
根 为 Bi .现在 设 Qi, Q EK[t]. HH QO, 0Q.€ Vit) ,那么 对 于 每 个 大 > 
0，CiCTCri A*; y)) MI Qo(T(t; A*; y)) 中 至 少 有 一 个 为 零 , 因 而 这 些 
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线性 递 推 序列 中 有 一 个 具有 无 穷 多 个 零 项 ,但 其 特征 根 之 比 不 是 单位 根 ( 因 
为 G 是 无 挠 群 ) ,因此 由 Skolem-Lech-Mahler HEC WA EMR). CRE 
序列 ,从 而 Ci 和 Qo 中 有 一 个 属于 V(7). 证 完 . 

命题 2 W Plz; ERE = lzi, s zn) 及 t= (ty) 的 系数 在 区 
中 的 多 项 式 , 则 下 列 两 个 命题 等 价 : 

G) P(Q*a; T(t; A*®*; b (a))) = 0 C4 k RAK); 

Gi) 若 PC; t) = D)Q,(t)z7, W Qi E VC) (对 于 所 有 4). 

E ” 设 命 题 (i 让) 成 立 . 今 


Oy Cr; Ap fle) = Atw) = S Roilhywe, 5.8.7) 


仿 上 可 知 Ran(k) 满 足 一 个 线性 递 推 关 系 .又 因为 由 (5.2.3) 式 有 
bP (a) = fia) = A*fta*a), 
所 以 
Pl(Qra; T(t; A*; b (ay) = 24 SNR an OF QO) (aka)?, 


(6.2.8) 


注意 Rap (k) TARRA D>) Gran (kt 的 形式 , 其 中 ， Ür © C ete 
n= 


) €E G PARAIES RM; MAW fi lz), . fm (2) FE K Cis s Za) E 
代数 无 关 , 所 以 z, filz), =, fm (xz) 在 C 上 代数 无 关 ( 见 注 1) ,将 引 理 2 


应 用 于 (5.2.8) 式 可 知 Ri 是 零 线性 递 推 序列 ,于 是 由 (5.2.7) 式 得 
QO, (T(r; A; f(a) = A*w)) = 0 CSR ESO). 
E w geese cs PA Outi Urs Af; yd = 0 Ck SO), Mm Oy € 
V(T)( 当 所 有 7) , 即 命题 (ii) 成 立 . 
显然 命题 (ii) 蕴 含 命题 (i) ,于 是 命题 证 完 . 
WR PC(z; t) = D paz Bitz, zh 的 系数 属于 区 [的 
形式 震级 数 ,那么 我 们 称 


index P(z; t) = min{| A || p(T) € VCT) EC No 
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为 P(z; 的 指标 ;如 果 这 样 的 整数 不 存在 , 则 规定 PCz; 1) 的 指标 是 %. 
由 命题 1 可 知 


index(Pi(z; t)P2(z; t)) = indexP,(z; t) + indexP,(z; t). 


命题 3 indexF(z; t) < œ. 
iE 因 为 friz) AK FEZI 代数 无 关 , 所 以 F(z; T) +0: 由 性 质 
(lV). FE 1 © N ff Fa; 7) 40. 如 果 


Pic.) = Sint. 
a 
并 且 index F(z; t) = œ, 那么 对 每 个 14, pact) © VCT), 因而 
F(Q'a; t) = Dpa(T(t; A’; bY (Q!a)))(Q!'a)* = 0, 
a 


所 以 得 到 矛盾 .证 完 . 

设 p 是 一 个 非 负 整数 ,R(p) 是 及 [t] 中 关于 每 个 ty HKM<p 的 多 
项 式 构 成 的 区 矢量 空间 ,d(p) 是 商 空 间 Rp) = RC(p)/(R(p) N V(7)) 
在 区 上 的 维 数 .我 们 用 P(t) 记 R(p) 中 含有 多 项 式 PA) E RO) 的 陪 集 . 

命题 4 dlp) 去 2G+D qd(p). 

iE 每 个 QO(1)E R(2p) 都 可 以 表示 为 


On Gll GO 


其 中 , Q.) € RCp), 求 和 遍历 所 有 函数 
DR BN Xt FE u = (44> Sat Amna € No A | H 0 函数 值 e( PH) Ee {0, 
1) RERS E = le) PRADA <SK 24”. mR LOG, = 
Qac (D) ER (Cp) MEE ABA (C[ PO; G = 1, +, d(p); 
e € E)} 生成 R(2p), 因 此 得 结论 .证 完 . 

命题 5 设 p 是 一 个 充分 大 的 正 整 数 , 则 存在 多 项 式 Po(z; t),…， 
Pp(z; 1)EKLz; tj, 它 们 的 系数 是 代数 整数 ,关于 每 个 变量 的 次 数 三 p， 
并 且 

(i) index Po(z; t)< œ; 
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Gi) index ( P; Cz; t)F(z; t)*) > atp t IDN, Ep, e >0 
是 常数 . 


BOP. Q(t)} 是 RC(p) 在 KK 上 的 基底 , 则 所 要 的 多 
项 式 可 表示 为 


Part tty 
a 


d(p) 


Pit) = Sloan O ga) E R 


> 


P 
Eta; t) = D Prr DE i = DEU 
h=0 4 


那么 E4(t) © ROPO p HAHA), Mi TWH OPP a G = 1, , 
d(2p)) 表示 Ex, (Ct). 为 此 设 


Pec, 2)" =. Faez 
a 


那么 有 
Elz; t) = SE P (Dat CS Fp ted 
h=0 H v 
= F H Pip (OOF pl tye" 
因而 


Ey) = 3 X Pu D Fw 


=0 Bt+v=A 


P d(p) 


= >) p Sem 0 DP ies (t)) (Di fraj Q; (p? OPK 


h=0 


因为 OF? Ct) OP) E Rp), 所 以 它们 可 以 表 为 Q&?” (DCk=1,… 
d (2p)) 的 系数 在 区 中 的 线性 组 合 ,因此 


d(2p) 


Bye) = Der OLEY, 


HF, err Æ gnai Æ K EDFA. wA, 4H EL = 0 时 
E,(t) € Veo BRYA E,(t) € VT A =I; d(2pyo4 
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为 零 . 于 是 如 果 要 使 
index E(z; t) >J = [28h Pcp 4 1a] - 1, 
那么 必须 解 齐 次 线性 方程 组 Cghu 为 未 知 数 ) 
eg = 0 CAJ BH 1 es apd. 


因为 满足 | 4 | 二 BA 的 个 数 为 


get he shan = E go 

k=0 m= |- n i 
所 以 方程 组 中 方程 的 个 数 是 

J+n=i 


n 


lep syacm， 


而 未 知 数 的 个 数 是 (p+1)"*14d(p). 由 命题 4 知 
(p+ 1" dcp) 之 Jr20+D d(p) > J"d(2p), 


所 以 确实 存在 函数 E(z; 1) 其 指标 为 1 三 J， 并且 对 某 些 h, 
index P} (z; t) 4%. 设 r 是 这 些 hh 中 的 最 小 者 , 令 


ole D= Or Pte Pes OET, 


那么 
I = index F(z; t)’Eg Ces to) 
= rindex F(z; t) + index Ey)(z; ft). 
由 命题 3 我 们 有 


index Ey(z; D 37 3p+t MV. 


于 是 Eo(z; t) RAVER GD AG) (但 将 P, 改 记 为 Po ,等 等 ) ,命题 证 完 . 
下 面 用 E(z; ti) 表示 命题 5 的 (ii) 中 的 多 项 式 , 用 工 表示 其 指标 .运用 
ci 表示 与 ,Dp 无 关 的 正常 数 ,而 ci (DAMS p 有 关 ( 与 k 无 关 ) 的 正 
常数 . 
命题 6 若 大 二 cz(P), 则 
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log | E(Q*a; Tlr; A; b (a@))) |<- cytp r 1 mok, 
E ”由 等 式 
fa) = A*f(aka) + bP (a), 
FERED, TA | bP Ca) |< ck 以 及 
| Telt; A; BO CODY |S et. (5.2.9) 
E(z; t) 作 为 上 的 多 项 式 关 于 每 个 变量 tp 的 次 数 三 2p ,其 系数 是 在 U 中 


收敛 的 震级 数 . 记 


Elas t) = Dieta). St = Mewes 
v Aa 


| ga l<ce(pe, (5.2.10) 


Ay Etz; t) = DO gat”) 24, PRU S. 2.9), (5.2.10 KB 
a v 


| ECaka; TCs; A*; B® (a))) |< DYegtp)e, oF | (aka? |. 


TIES 
由 性 质 ( 亚 ) 知 | P [< 9 (其 中 ,常数 9 二 1) ,于 是 当天 之 colp) 时 有 


| Ela Tle; AX Dia | 


=< calpe” So (c7 OP ya, teeta, 
i=1 A 


sy a SO 
fi 


A >I/n 


< negl phe?" (cz 0 UAC ~ e70” y. 
于 是 由 命题 5 的 (ii) 得 到 所 要 的 估 值 .证 完 . 
命题 7 A k > cy (p), Wy 
s(CECQ*ay Tlr; A*®; b (a)))) cupe 


此 处 sla) = max{log|al, logden(a)} 表示 代数 数 a 的 容 度 . 
证 ”由 (5.2.6) 式 得 


E(Q*a; T(t; AK; b (a))) = Po(Qta; T(t; AK; b (a))). 
(5.2.11) 
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易 知 AK = (aS?) 的 元 素 的 容 度 sa) < ck, HA h tE) H 
shi CO aJ) < ciko 因此 


k-1 
s(bS” (a@)) <log(k [| mci, 0%)" )< ciso 
j=0 


SCT atts AX, Pte) = eye", 
因而 
s(Po (Ota; T(t; AF; b (a)))) < cs pp”. 


由 此 并 注意 (5.2.11) 式 即 得 所 要 的 估 值 .命题 证 完 
现在 继续 定理 3 的 证 明 .由 命题 2 及 命题 5 的 (i), 存 在 大 伍 
max{cə (p), cu(p)} 使 


Po (Q*a: T(t; A4; b Ca))) 40. 


由 命题 6 和 命题 7, 应 用 代数 数 基 本 不 等 式 ( 见 (超越 数 引 论 ) 第 一 童 第 一 
引 理 2) 得 


—¢3(p +1) "ok >- 20K: Q ]ciz pe*, 
或 即 
calp +134" =< 2K: Q leipo 


“4 p 充分 大 时 得 到 矛盾 ,因此 fila), os fm (CO) 代数 无 关 . 定 理 证 完 . 

定理 3 AE fis ots fm Æ KGs o> zn) 上 的 代数 无 关 
性 被 其 他 某 些 条 件 取 代 , 下 面 是 其 中 的 一 个 . 

定理 4 Rfi), s fm(z)EKLLzi, …,， Se ee 

n 维 多 圆 盘 避 中 收敛 ,并 满足 函数 方程 (5.2.1), 还 设 只 和 c 具有 人 性质 

(I)—-(W), BH @eU. mR filz), +, f(z) Crm) K E mod K 
(z1，"…，Zn) 线 性 无 关 , 那 么 fia), s f, C@ RMB. 

推论 1 在 上 述 假设 下 


trdegkK (fi(0), =", fm(0)) = trdegg (z2) K (2) (fi(z), o> fm (Zz)). 
为 证 明 这 个 定理 ,我 们 需要 下 述 
引 理 3 如 果 正 是 一 个 特征 为 零 的 域 ,$ 是 其 子 域 ,并 且 
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人 
那么 存在 多 项 式 4，BES[zl，…，zn] 使 得 
PO a s Zn) = Azre os 2, Bla tts Zyl, BO 0) 40: 


证 由 引 理 条 件 知 存在 4, BE Siz, +, znj, 它们 互 素 ,而 且 


Par erza) = Ata erza e ai 
我 们 要 证 明 B 的 每 个 素 因子 P 都 满足 P(0, …, 0)#0. 
可 设 5 是 代数 闭 域 ( 不 然 可 用 其 代数 闭 包 5S 代替 5), 于 是 S(t} = 
Ú SCO) 也 是 代数 闭 域 ,此 处 1 为 变量 ,SC(1)) 是 5S[[1]] 的 商 域 .注意 
negara By + Bay Oe Cp a) 
Pe Piles re ey = pj; 记 
P= PrO (Py #0), 


其 中 ,Pa 是 P 的 全 次 数 为 d 的 项 的 和 ,0 为 全 次 数 二 d 的 项 的 和 ,那么 在 
上 述 变换 下 

PEZIS RYA Zn) = Pacis Oo» "ns Cop 27% = Oi ae ADN 
其 中 , Q 关于 zl 的 次 数 二 4d. 可 以 选取 d, +, 6, E Py, 2, s 
ôn) #0. 因此 我 们 可 以 认为 


d a=] 
1 te Pang Cea yo, Zn DZ; 


Pezo var gn ) Saez 
sp ee te Pai Zo. 5. ag SARE 5:2 12) 


其 中 ， a €E Si a +0, Po #0. 可 以 选取 82> we gnESLLt] 在 S$S 上 代数 无 
XE. g; (0) =) Ci = Dis ae | n), 于 是 PCRs Baa Sees gn © SLLtJILxJB& 


高 次 项 系数 为 @. CHER Gote ta E€ 5{t). 记 Z(t) = [] $i(1), 因为 


Polea tt) sr ga CD = (- DZ) Hu ZO) € Silt), 36h 


d 
(= 1a PO, =. 0) = 2005 = T] t,o, 
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如 果 PCO, =, 0) = 0, 那 么 由 (5.2.12) 式 得 Po(0，…，0) = 0, 从 而 
E (0) 5 5 F400) 中 有 一 个 为 零 ,将 这 个 6 CHIA 91(t), FE 8; (0) = 0 
Gi =1, +, n). 因为 (g1; > Bnd E S(t)” 是 由 P(xi,…, x,) = OFES 
Ea CHOPRA — RR Ef Czy.) Zn) BC zp s Zn) = A(zi,…， 
Zn WER P(g. > Bn) = 0458] Ale, o gp) = 0, A P BRA. 
5 A, B 互 素 的 假设 矛盾 ,因而 PO, +, 040.45] ESE. 

定理 4 之 证 W filz), es f(z)} Cr<s<m) Æ (fi (z), e, 
fm(z)}) 中 在 区 上 mod 有 (zi1,，…, zi) 线 性 无 关 的 元 素 组 成 的 极 大 集合 ,只 
HHE fila), ee, f(a) 代数 无 关 . 因为 fsi Code ts fm (2) Æ 
filz), ,fs(z) 的 mod 区 (zi1，-…， za) A KREAS, MA fi(z》= 


S Buf (Zz) Perl) G=s Fis 3m). Ai 


fi(Qz) = D Byfj Rz) + e(z) (i = s+1, =, m), 
j=1 
(5.2.13) 
其 中 ， Bi EK, e; (Zz) E K (21; R Ss e Cz) = e;(Qz). 因 为 
由 (5.2.1) 式 ， 
frz) = D apf Qe) Fb lz) Ga 1s, 9), 
k=1 


所 以 将 (5.2.13) 式 代入 后 可 知 fp Cz), f(z) 满 足 一 个 与 (5.2.1) 式 同 
形式 的 函数 方程 ,于 是 我 们 不 妨 认 为 s = m. Fe BH 2 I fy. os fm TE 
区 (zi1，*…，Zn) 上 代数 无 关 . 并 且 由 (5.2.1) 式 得 


CBy Cz ys By CFII = Cf Cede ey Tt) 
= AC fy (QZ 22 fig CRE 


Cc 表示 转 置 ) ,因此 b;(z) € KLLz, Seas Zal] CG = lists m); 从 而 由 引 
理 3 得 


b;(z) = Pilz) qelz) pir qi © K[Lz,.°", Zal 
qi (0, +, 0) £0. 


由 性 质 ( 亚 ) ,存在 ko E No, E4 k > ko Ht Oka € U, JF qi Qta) 40, 


203 


204 第 5 章 Mahler 函数 值 的 代数 无 关 性 


因而 bi(z) 在 Q*a 有 意义 .如 果 ky = 0, 那么 由 定理 3 得 知 结论 成 立 . 
现在 设 ko > 0, 那么 用 f(Q% z) RÆ f(z), 由 定理 3 可 知 
fiha), =, fm 《Qo0) 代 数 无 关 . 由 (5.2.3) 式 得 
VAipcoQiz) = f(z) — Ako f(Q z), 
MA fa), f(Q%@) 均 有 意义 ,所 以 上 面 每 个 函数 都 属于 C[[zi -oa ，…， 
Za a, |] 门 K (zi Sja Spy m Aaa 从 而 由 引 理 3 得 到 
f(a) = Ai f(a) +6, ER”. 


由 于 det A #0, 所 以 由 此 式 及 f; (koa) (i =1, …，7m) 的 代数 无 关 性 推出 
fi(0)(i=1,…，m) 的 代数 无 关 性 ,于 是 定理 得 证 . 
现在 给 出 上 述 定理 的 一 些 应 用 . 令 


以 及 


那么 方 满足 函数 方程 
fitz = d'f yra CS). 
用 反 证 法 易 证 fi(z) ¢ C (z), 所 以 由 定理 1 知 函 数 fi/(z) (1 >00) 在 
C (z) 上 代数 无 关 , 从 而 由 定理 3 得 到 
定理 5 Hae A MME) O<|al<1, 则 数 fi(a) (1 三 0) 代 数 无 
Ks FER BPO (a) (1 三 0) 代数 无 关 , 其 中 ,f'n 表示 f 的 1 阶 导数 . 
我 们 还 令 
f(x, z) = Sigt! eae 


那么 f(x，z) 及 其 关于 x 的 偏 导数 满足 函数 方程 


{Ge ee 22 T+ =, 


sees ZS yet 
b ox 


s Cis ZIE fa Zs 


5.3 一 类 Mahler 函数 的 零点 重 数 估 计 定 理 


a a 
OD ee, Zz) = pe, z4)4+2 Fox, ze > 
ax? ax? 
a! a 
sR eo P iraty Lex, 24). 
ax! ax! 


S a1，…， an 是 任意 n 个 互 异 非 零 代数 数 , 则 易 见 f(a;, z) EC), 所 
以 由 定理 1 知 函 数组 


g! 
{Cau Bet = ls eeey TL3 1=0} 
3x! 


在 C(z) 上 代数 无 关 . 因 为 a; 互 异 , f(a;, z) EC), Q= (d), Ha 
绝对 值 小 于 1L 的 非 零 代数 数 ,所 以 性 质 ( 工 ) 一 CNV ) 成 立 , 从 而 由 定理 3 推 知 
数组 
1 

{en Qa Sy S893 1>0| 

3 1 
代数 无 关 . 于 是 得 

定理 6 Kee A,0<|al\<1,Hd>2,¢ 


F(x) = Sat’ xk, 
k=0 


则 F(x) 是 整 函 数 , 并 且 FOO Ca) (a CA, a #0; 10) 代数 无 关 . 


5.3 一 类 Mahler 函数 的 零点 重 数 估 计 定 理 


我 们 将 研究 Mahler 函数 值 的 代数 无 关 性 度量 ,为 此 首先 给 出 有 关 的 零 
点 重 数 估 计 结 果 

定理 7 设 F 是 特征 为 零 的 域 ,f(z),…, fm(z)EF[LLz]j, 并 且 满 
足 函 数 方程 
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fiat) filz) 
= Az) : + Bz), 
| Pe aa ja) 


其 中 , d > 2 是 一 个 整数 ,A(z) 是 m MEE, B) ES m 维 ( 列 ) 矢 量 ， 
它们 的 元 素 全 EF (z). ÆR Ol, Xis, Xml EF LZ, X15 s Xm LE 
个 多 项 式 ， deg,Q < M, degg < Nx) = (x15 s Xm), MS 
N 21. SNE Oz, fr Cas os fe (20) $05 BA 


ord Olza fi os fin (ZI) MN 


此 处 co > 0 是 一 个 与 M,N 无 关 的 常数 ,ord 表示 在 z = 0 的 重 数 . 
证 设 
ond Ole, f(z) S m I SM NS ope Pw le. 


其 中 ,4 是 一 个 充分 大 的 数 ,将 在 下 文 确定 . 
取 和 多项式 a(z)EF[zj] 使 4(z)A(z), a(z)B(z) 的 元 素 全 EF[z]. 


i 
az) fre) Gaz) Mo) =e fiak) 
Ge Ce @mi(Z) pma Z) we Mmm CZ) 
fitz) bı (z) 
: F ; ， 


Pay Go PRED, 


其 中 ， ay Cz), by Cz) E F EAP 设 Ro a an Kos Seer Kod = xe 


Q | zr tye, Zn) , 它 是 关于 变量 Xo. ss tm 的 N 次 齐 次 多 项 式 ,并 且 
0 0 
满足 关系 式 


Rolz Ly xis my Xm) QL Ais a Ws des, Ro M: 


wx = (xos SPES Xm) S 


5.3 一 类 Mahler 函数 的 零点 重 数 估计 定理 


ZZ) Sy Wo 
一 b; (Zz) No + iy CZK oe Bim T) Am? 
并 递 推 地 定义 多 项 式 序列 


Ritas x) = Rnd mr xoa 
Ai(z, Me) 5 Aig CEs x)) Ck z= 1), 
那么 Ry 关于 x 是 齐 N 次 的 ,并 且 


Rites 1 files ee Fete 


ki : 
= Ote 2 fiz? Joy Fate J (T[ ee yy 


j=0 


因此 我 们 由 (5.3.1) 式 得 


d£% 一 1 
ord R,(z, Ls fiz); pee fk = Am+l dk MN” + cı N d = 1 9 
其 中 ,cl( 及 后 文 c2) 为 正常 数 , 从 而 
Nd 
a Oye th dt RIN: (5.9.2) 


按照 第 2.1 节 例 1 定义 F(z) 上 的 绝对 值 .特别 ,对 于 a = p/q. p, 
qE Fix] ¢@#0.i2 | a l=|@ lo = explord,.o¢ -= ordzz0 p). F 0 = 
C1, filz), s fim (2), BA | @ |= 1( 此 处 |@| 及 下 文 的 h(。) 等 符号 
2m MS 2 ea i. 记 Oe Ox = Rete. Kos wy Am) E 
F(z)[LXj, BA 

degQ, = N, h(Qx) <deg,Ry <cod*M, 


并 且 由 ll Qk lo 的 定义 及 (5.3.2) 式 得 


Zan 1 dKMN™ < logi Or |a atta, 3.39 


选取 正 整数 ! 适合 
a A ye (5.3.4) 
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w= QD) CF [X] Æ Q, 生成 的 主 理想 , 则 了 工 是 纯粹 理想 , H. 
dim J = m — 1 ( 见 L138] 第 二 卷 ,第 七 章 定理 23) ,并 且 由 第 2.1 节 命 题 3 得 
deg I = degOi = Ny ACD = hO czd'M; (5.3.5) 


1 
log | [(@) |< log || Q, |l o <- gi MN . (5.3.6) 


BEL = hA NI KET BS AN HT Si RE RP APE WU S21 节 命题 2 得 


deg; <degI, h(®;) < AlI) <cod'M, (5.3.7) 


其 中 , PB; = VT;. 现在 证 明 存 在 某 个 i(1 过 i 过 s) 使 
log | P; C@) |<- AN ICNh (Ri) + cod'Mdeg®;) (5.3.8) 
设 不 然 ,那么 由 (5.3.5)，(5.3.6)，(5.3.7) 式 及 上 述 命题 2 得 
z sand MN” > log| I(w) |> >) ky log | VY w) | 
= ANNT N >) kh R) + cod'M Skrig t) 
= a 
>- A™N™ (NACI) + cod!Mdeg I) 
>- A™N™-1 2 2c,d'MN, 
(其 中 ,k; 是 1; 的 指数 ,并 要 注意 对 于 下 (z) 没 有 阿 基 米 德 绝对 值 , 即 
Me = Ø), 当 和 足够 大 时 得 到 矛盾 ,所 以 (5.3.8) 式 确实 成 立 . 
现在 将 上 述 理想 P 记 作 BY ABA dimB = m - 1. 我们 用 归纳 法 
ERA PF PE EY RBA BOP (n=1, 2, =, m): 
dim 8°" = m— n, deg p O LAIN”, 
ACB) ZA lcs dMN"-!, (5.3.9) 
log | Pto) | = aeons NOH (NAR) + cod! Mdeg B®) 
= ge (5.3.10) 


对 于 n = 1, 第 人 已 经 定义 . 设 当 nn 过 m, BY, +, RM eV BNA 
第 2.3 节 命 题 5, 借 助 回忆) 来 构造 理想 BD. 5.3.4), (5.3.9), 


5.3 一 类 Mahler 函数 的 零点 重 数 估 计 定 理 


(5.3.10) 5049 
8Am+1 MN” < Am-—nt+l Nm-nt+l N™-*"¢5d'M 
< X, <A” dIMN” . (5.3.11) 


Kokko 5 POURREZ. Ho 2.3 节 命 题 6 及 (5.3.4), (5.3.9), 
(5.3.10) st Ay 4G 


Mm Cn) Rn) 
loge <- — 1} _ }m-n+iym-n EEP RREI 
m-n+1 deg R ™ deg P 
<- gar-ny™-rd!M 
<- 8a™+1 MN” . (5.3.12) 


& 7 = 16d, 并 取 k 为 满足 下 式 的 整数 : 


Tmtlgt-1 ym =< San 
2 7 


1 
X,» log An Jams gkynm. 
p 2 
(5.3.13) 


H (5.3.11), (5.3.12), (5.3.13) R78 
2 | ik HEA WK 
Z BAPI MNI <Sam*1dkMN™ , 
7 


Am k = 0. SH CS.3.11), (6.3.13) 8 


Samide MN” i 2 < ami diMN"” , 
7 7 


因此 <1, Qk + Qi, 现在 证 明 Qr ERP. RAM, Ml HS 2.3 节 引 理 10 
的 推论 2 将 有 
| Qk || o <o; 


但 另 三 方面 ,由 (56:3:3)， 6.3-1) 


1 
ae ae > 2a"*1g*MN™ 
2 p 7 e 


>- log || Qk |l ow- 
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于 是 得 到 矛盾 ,从 而 的 确 Qk ERM. 另外 ,注意 (5.3.10) 式 列 含 
| BSP Cw) |e *., (IAAF | Oc loaSlCEB: MFM PF Cz), 
Mo = Ø FFV v= | Me |= 0), 并 且 由 (5.3.13) 式 的 右 半 及 (5.3.3) 式 


的 左 半 可 得 -7log|l Qk || o =2min 


1 
ae log 二 | . 因此 知 第 2.3 节 命 题 


5 的 条 件 被 满足 ,由 多 项 式 Qk MR BBA BO” HY Hy FF Ue AA J CE 
F(X], 具有 下 列 性 质 : 


dmy = dim% -1 = m-n-1, 
deg J < yndeg PR' deg OQ, KAN”; 
hJ) nh deg Qk + hCQ,)deg BR” ) 
< nC Nh (BO) + cod'Mdeg g ™ ) 
<A"cgd'MN", (5.3.14) 
log | J(@) | <- Xn + hP )degOk + ACO, )deg BR) 


<- Xn + vy Nh RV) + cod'Mdeg BR” ) 


Zo (5.3.15) 


类 似 地 , 设 了 = I 门 … N 1) 是 其 不 可 缩短 准 素 分 解 , Bi = I ,其 指数 
为 k; .由 第 2.1 War 2 WM dim) = dimJ = m-n-1, deg R’ < 
deg J <A"N"*1, hR ShI) <A"cpd'MN".. Bb FEE iSi fi 
log | P’ (@) |<-A™-"N™-"-1 (Nh CB!) + cod'MdegB;). 这 是 因为 ,不 然 
由 (5.3.14)，(5.3.15) 式 及 上 述 命题 2 有 


2 SRN NACB) Te cod'Mdeg%™ ) 


> log | J(@) |> Dk /log | B/(@) | 
jel 


— Aam-an™n-l (NACI) + cod'Mdeg J) 


>- m-ni NIL Na CNA CES 7 


5.4 某 些 Mahler 函数 值 的 代数 无 关 性 度量 
+ cod'Mdeg B‘™ ) + cod'MyNdeg 8B” ) 
se AC ONT" (NACE) + co d'’Mdeo BR). 

当 4 充分 大 产生 矛盾 ,于 是 上 述 不 等 式 成 立 .现在 取 此 BW BPE 
满足 所 有 要 求 ,这 样 , 我 们 构造 了 具有 性 质 (5.3.9), (5.3.10) 的 素 理想 序 
BBP n=l, =, m). 

最 后 ,对 于 理想 BO ,我 们 可 以 类 似 地 选取 多 项 式 Qk EVM .重复 上 
述 过 程 ,但 最 终 得 到 (类 似 于 (5.3.15) 式 ) 0 <- X,/2, 这 是 矛盾 的 .因此 
(5.3.1) 式 中 4 不 可 能 任意 大 ,从 而 A") 过 co. 定理 证 完 . 


5.4 茶 些 Mahler 函数 值 的 代数 无 关 性 度量 


我 们 证 明 下 列 结 果 , 作 为 Nesterenko 方法 对 于 Mahler 函数 在 代数 点 
上 的 值 的 代数 无 关 性 度量 问题 的 应 用 的 示例 . 
定理 8 设 区 是 一 个 代数 数 域 , fi1(z),…, fm CZ) © KLLz ]] EK (z) 
上 代数 无 关 , 且 满足 函数 方程 
fitz) filz?) 
= A(z) : + Bz), (5.4.1) 
f mz) fats?) 
其 中 , 4 二 1 是 一 个 整数 ,A(z) 是 m BI, BCE m 维 ( 列 ) 矢 量 , 它 们 
(CRAB EK (Lz). RR a 是 一 个 代数 数 , 0 二 | a | 二 1, at (k 三 0) 不 是 
detA(2WEK BAM FEM H Ks >1 及 任何 次 数 三 s 且 ( 通 常 的 ) 高 
委 万 的 非 零 多 项 式 PE ZLxl，…，xm] 有 下 列 不 等 式 成 立 : 
| PC COs «> fin CD) |> expl- Ys” dog H + s*log(s +13); 


其 中 ,之 0 是 仅 与 及 函数 广 有 关 的 常数 . 
注 1 由 定理 8 可知 (及 (0),…, fm(Q)) 的 超越 型 m+2+e (e>0 
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任意 给 定 ). 

首先 证 明 几 个 辅助 引 理 . 

引 理 4 i œ = 1, w, s, wm E C, CEQ Cl s wm) 上 的 v 次 
RACK. M1» %2, A, Oo M T Æ ER > Oo, P E ZE ts 
Ims yj 关于 变量 x = (xo, Xm) 是 齐 次 的 ,并 满足 


log H(P; ys Ol» deg Pj < ð, 
以 及 
—%T <log | Pla, +, Om, OIL- AT: 
如 果 T/ò 及 5 是 够 大 , 即 T/d,, 09 co = cy (a; s Eo 7i)( 某 个 正常 数 ), 那 
么 存在 一 个 齐 次 多 项 式 Q E Z[ x0. 0. Xm] 满足 不 等 式 
log H(Q) < vm 5, , degQ<v Oa 
= BT log | Ow,» bt Wm) |K- pS 
其 中 , ¥3 = (2v1)*yi， % gs 
证 当 v= 1 时 引 理 显然 成 立 ( 取 Q(xos es Xm) = Poros s Xm) 
Ra). WEI r >l SG SG, oe, GÆ EER Q Co, s wm) 上 的 共 思 
元 ,用 大 表示 具有 下 列 性 质 的 最 小 的 自然 数 : 存在 相同 次 数 的 齐 次 多 项 式 
G EZLXIURE NAT 6 SL. WIG = Ley eR 


log HCO; ED dep Qi vg, (5.42) 
log HIT ty, dee T <2", (5.4.3) 
并 且 多 项 式 
k 
人 >) Qj (xo» ny XmIT CY» n Jy) 
(5.4.4) 
满足 不 等 式 
OAV ky TR log | Rye Cops vey wy Qe os CG) | 


ey (5.4.5) 


5.4 某 些 Mahler 函数 值 的 代数 无 关 性 度量 


由 于 当 上 述 条 件 中 上 换 成 v 时 ,由 引 理 假设 知 (5.4.2),(5.4.3),(5.4.5) 式 
均 被 满足 ( 取 Q; = Pizas Ts = Heo ee 因此 k us 
WR k > 1, 我 们 记 


7 = NormCR plaga ees my St tes GD 


(Norm H F =Q lw, e, wm; Gs e 6) BQ (ay, «+, wm)), AG = 
{0,, s 0 ) 是 了 在 Q w, t, wm) 上 的 Galois 群 , 其 中 


u= [F : Q (oy, s wm]. 


还 设 o€ GERE yi e, yy 上 的 作用 是 按照 它 对 于 Oe, G 进行 的 置 
换 来 进行 相应 的 置换 . 令 


SFE SC xos Mp YLS SA Ya) 


k 
II DVO d ately. A oT; Yis eet) Yud 


c€G j=l 


IBA 7 = S (wy » es Om 3 o> kar Gis F¢ AL 


二 >> Qj “Oy ta Tj, Jeeta, TF; ) 
A eee e 
tapas 
= : Aror Qj . Ae Co, Tj de Co,T; D> (5.4.6) 
i,<i,<"<i, SW 559.) 


其 中 ,0 = 2) (Ti )…(oTi ) 在 G 作用 下 不 变 . 因 为 仅 有 有 限 多 个 T W 
足 (5.4.3) 式 ( 当 大 大 ,因而 存在 一 个 齐 次 多 项 式 a © ZX alan, …， 
wm ) 天 0, 并且 对 于 (5.4.6) 中 所 有 这 种 多 项 式 UEZ Oy. os y A 


alwys, Om) Dei Tr Gn. Tr Gr» 6) 62 [ay 5 w, |. 
于 是 存在 一 个 齐 次 多 项 式 RE Z [Xj 使 得 
R (wg 5 885 wm) = a lwg, s Wp) 7. 
由 (5.4.2), (5.4.3) 式 可 知 当 7/0, 和 2 充分 大 时 


log HCR) < log(maxcı H(Q; Cm + 1)*lde8 0, 7 
1<j< 
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< (5.4.7) 
dee R < vives, + co = veri 6, (5.4.8) 


log | Rwy. 5 wy) |< eg = 2" YT + es 


Ba Bly, (5.4.9) 
其 中 (及 下 文 ),ci 是 一 些 正常 数 . 
现在 我 们 证 明 
log | Roge ron le Canty * ty Tr. (5.4.10) 
设 不 然 ,那么 有 


leg | Rw tu na) | CO TT 
于 是 由 RCo, s xm) 的 定义 可 知 存在 o€ G 使 得 
log | Ry Cag, **, wms cgl，…，o5) |<- 202v!) KY T + c5. 
(5.4.11) 

(不 然 (5.4.10) 式 成 立 ) .还 可 设 Ty (Oy. oe, 6) £0. (不然 由 (5.4.4) 式 ,可 
知 anes ty Ken LPs ces My) TS, 29605. 4, 395,45) 
式 ,这 与 k 的 定义 矛盾 ) .定义 多 项 式 

人 
那么 

L= DPOF js T= Tet = OTT). 

以 及 

log HET P< 10g2 +26 = ko" + u Sogd + v) 

Wo k + 12 Ft, 
deg T < 272 = yo k+l, 

又 当 了 充分 大 时 

El Tt cg Se 2 Pea T 


所 以 由 (5.4.2),(5.4.4),(5.4.10) 式 得 


5.4 某 些 Mahler 函数 值 的 代数 无 关 性 度量 


log | Llops +5 tn ¢ Grip es GD | 
= log Py Why eo» Ob) || Rp (eps: es Gps Gig se GD | 
+] De Oh ety GIUR Cg "oy Omi Ory Ms OL.) |) 
<- 2'-"y,T + ce 
= 
log || L Gaig wey wn yy ee by. | 
logtl Telotis "hot || Ry (uy wy Wy Gs mit 


一 | Ti CG nra Gd | | R (a. 8885 Dm 3 O01 + zery at) |) 
1 
> log (=| Ti CSE ai of,) | | R p (a> ee Wm 3 o> alae < |) 


>- 2(2v1) ty 一 cy 
S= (mW) y T. 


这 表明 多 项 式 工 EZLxo，…，xm] 也 满足 前 述 条 件 (5.4.2)，(5.4.3)， 
(5.4.5), 但 其 中 天 代 以 上 -1, 这 与 天 的 “ 极 小 性 ?了 矛盾 ,于 是 (5.4.10) 式 得 证 . 

H (5.4.7), (5.4.8), (5.4.9), 6.4.10 WR EE < k <v iA 
多 项 式 R 即 可 作为 引 理 中 的 多 项 式 Q. 

最 后 ,如 果 k = 1, 那么 取 Q = Q1, 当 了 充分 大 时 即 可 满足 引 理 要 求 . 
证 完 . 

下 文中 , 设 用,，…，, fm 及 a 满足 定理 8 的 假设 条 件 ,并 取 

加 ER 


还 可 认为 区 含有 a, 而 ci; 是 仅 与 <, fi, 区 有 关 的 常数 .还 用 Zk 表示 区 中 全 
体 代数 整数 的 集合 .对 于 多 项 式 P, 用 [P| 表示 其 所 有 系数 的 共 思 元 的 绝对 值 
的 最 大 值 ( 称 P 的 尺度 ). 

引 理 5 WN 和 k 是 正 整 数 , NScg, d* 宇 coNlogN ,那么 存在 齐 次 
ZMA Qr € 加 [Xos…s Xm] 满 是 不 等 式 


degQx < coN, logH(Qx) < cu Na*, (5.4.12) 
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= cyz N” tAk < log] QO, (@) || o | dee) <= cg N" AdE, 
(5.4.13) 


E S,(z) = Sanz". H PRC ECS. 4.1) 6 DA JI a He HE aH fa ml< 
cu hos (h S1, an< ce, 并 且 存在 正 整 数 亡 使 prog+la h> 
Daj €ZxK-id 

‘ae = Dane" PS Gia 5 Fa 
那么 容易 验证 
[am| < Ceir h's) ll Ch S 1), [ajl < eli! E Oe foals 
perl ayh SD Dilan ce Ze. 


对 每 个 整数 N > 1, 存在 非 零 多 项 式 REZ KLZ+ xis s Xm 满足 下 
列 条 件 


deg R = N, deg R a N ka= Ckir e Em)? 
ord =o R Cza fila). y F020) S mI N (5.414) 


log|R]< co Nlog N. 
N+m 
这 是 因为 (5.4. 14) 式 给 出 以 尽 的 系数 为 未 知 数 | 其 个 数 为 CV+ D| E 
m 


N” ym) 的 包含 [Nm*1/(2m1)]+1 个 方程 的 线性 齐 次 方程 组 ,方程 的 


系数 是 ajn (|j | 过 NN, h< N”*/(2m!)), 所 以 Siegel 引 理 (超越 数 引 
论 ) 第 一 章 第 三 节 引 理 13) 保 证 了 OR 的 存在 性 . 
定义 多 项 式 


Bytes = Rizs Pd ms fp Bet CBr E0 


HE fi RR WA KMD fa 
log|Ba| < cz Nilog N， DUoetl+DNB, € Zx- 


由 代数 数 基本 不 等 式 (《 超 越 数 引 论 E BES — E 2) login + i) < 
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log(n +1) + iG > 1) 可 得 


Nlog(n+1)+iN 
| Base Bg I< ied 5 eee 


T 
于 是 当 d* > NlogN, N > cog Mtech | af [过 二， 并 且 


~ 
i Nlog(n+1) N d 
| > Bnri Ba ya" =< C22 pil 2€ 59 | a | d 
EF 


因为 方程 (5.4.1) 可 化 成 定理 7 中 的 形式 ,所 以 由 该 定理 得 


m = ord,- 9 Ey (z) = oe) ieee 


3 ey 
FEH N > cog, d* > cog NlogN tt | >) (Bnsi/Bn al ie 又 因为 


Eyal y= Ba A E Bral B ), 


所 以 我 们 得 到 


3 


k k k 
= 1B, llel" <| Ea) |< S| By Mal", 


从 而 当 N > cos, d* > coz Nlog N 时 


- cogd*N™*! <log| Ey (at ) |X- cogd*N™*!, (5.4.15) 

因为 fis cts fm Æ K z) ERAIK HW ES. 4.1) PERE A Cz) 

的 行列 式 不 为 零 ,从 而 存在 m BREA (Zz) A m 维 ( 列 ) 矢 量 B(z) ,其 元 素 
均 属 于 区 (xz), 使 得 


Fite) fi 2) 
= A(z)| : |+ Bz). (5.4.16) 
fate? fim (2) 


可 以 选取 az)EZrg[z] 使 wa(z)4(z) 及 az)B(Cz) 的 元 素 均 属于 
忆 k [z], 并 且 ad (K 关 0) 不 是 a(z) 的 零点 .由 (5.4.16) 式 我 们 记 


atz)f, (2?) Bayes “Gage CZA bicz) 


atz fn Cz?) Path 248° Dien CS" | Wife e by CL) 
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Kip ,ay(z), bi(z)EZrLz]. 

设 Roz, xo,，…，Xxm)EZrkLz,，X] 是 关于 变量 x 的 N 次 齐 次 多 项 
式 ,并 且 满 足 

Roz, 1, Xy9 %% 9 Kg = R(z, Xia tg bp or 
记 多 项 式 
Ai(z, x) = Ai(z, Xos s Xm) 
= bi(z)xo + ai (Z) xy a else Ste Oe CZ IK 5 

由 此 归纳 地 定义 多 项 式 序列 Ry CZ, x) (kK SLI) 

Rates X) = Reita y d(x Ay les wy my Ayes 2); 


MAR, E€ Zglz, X], 它们 关于 变量 x 是 六 次 齐 次 多 项 式 ,并 且 


Relee Te fleshy fale = Bula [Lecce ay". 
| ma 
(5.4.17) 
注意 由 上 述 f; ALR 的 有 关 估 值 知 
人 
人 


Rolz, X) ~ Noo e (1+ 2% (xg to t+ xm), 


其 中 ,符号 “f 《<g” 表 示 g 是 三 的 强 函 数 .对 大 用 归纳 法 可 证 明 
Ry (Zs Xos s Xm) S NN (Cm + 1c) NA+ zN. 
LAr peed E aN Cay ds E N, 
因此 我 们 得 到 
degzR <c33d*N. log[|Rk|< ca Nlog N + caskN. (5.4.18) 
Be 5 是 一 个 代数 整数 ,在 Q 上 生成 K( 即 区 =Q@ (0) ,并 设 a 是 一 个 非 零 有 


HRW fi aa ZC], aZe CZE. MBE k > 0, alent IR, (a, 1, 
TiO s eo fp) WEAR Py Cy Ato +s fos On. PLS 
ZLxo,…， Xm» Vis 关于 xo，…，xm 齐 次 ,并 且 由 《的 定义 及 (5.4.18) 式 有 
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degyP, <v-1@=[K:Q]), degyP, <N, 
log H( Px) <c34Nlog N + cagd*N. 
4 N > cg, dt > coNlogN iit, H (5.4.15), (5.4.17) 式 得 
= gad NAL <= log | Pp» /oy wy feos @ | 
CN 


将 引 理 4 应 用 于 多 项 式 Pk, 即 可 得 到 所 要 的 多 项 式 Qk ,满足 不 等 式 
Cod 12) Cd 19) ur Sa: 

引 理 6 KOS 2. 那么 对 任何 s > cs9， 存 在 齐 次 多 项 式 
Q E Z[xo, s Xm | 满足 下 列 条 件 


deg Q < CAs, log H(Q) < cns logs; (5.4.19) 


~ cys" logs < log(| Oo) || œ |7182) <= cys” logs. 
(5.4.20) 


证 s 充分 大 而 k 是 满足 sd* <cgds*logs 的 最 大 整数 (ce 是 引 理 5 
中 的 常数 ) ,那么 k 和 N=[sj 满 足 引 理 5 的 假设 ,所 以 可 取 该 引 理 中 的 多 项 
Ñ Qk 作为 所 要 的 多 项 式 Q. 证 完 . 

定理 8 可 以 从 下 列 两 个 命题 推出 : 

命题 8 BAS ca, D >»), logM > D”*3log D, 其 中 ,Ys AE 
仅 与 a, fi 区 及 有关 的 常数 .还 设 ICZ[Lxo,…, Xm] 是 齐 次 纯粹 理想 ， 
r=dimIT+1 主 1, 并且 


degl SA Dl le Dr onM: 
那么 
log | I(w) |>- AMD-1(Dh(1) + deg! + log M). 

证 ” 设 存在 理想 使 命题 不 成 立 , 令 这 种 理想 中 r 值 为 最 小 的 理想 . 
KX dimIl = m- K +1, 所 以 1 过 7 过 m, 于 是 命题 对 所 有 
dimJ +1 < r 的 理想 成立. 

A&P=al, He i lye 0 V; Sy; l 
l; =, s). 由 第 2.1 节 命题 2 条 


j 


des Pra deg TL AT prar, (5.4.21) 
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h(i) < h(I) + vm? deg I <A" 'D"™-" (log M + vm? D). (5.4.22) 
我 们 首先 证 明 FERS iais 
log | B;(@) |<- NDI Dh ($) + deg; » log M) =- S;. 


(D425) 
设 此 式 不 成 立 ,那么 由 工 的 定义 及 上 述 命题 2, 我 们 得 到 
— A"D""'(Dh(I) + deg I + log M) 


> log | Ito) | 
= 2 kj log | B;(@) |- medeg I 
j=l 


>- SND (D Skah% ) + log M + >) kjdeg%;)- m? deg I 
j=l j=1 


1 
>- 了 + Dm*vdeg I + log M + deg I) -masdeg7. 


由 命题 假设 ,对 每 个 4 宇 1 当 D 充分 大 时 上 式 不 可 能 成 立 .因此 存在 i 使 
(5.4.23) 式 成 立 .对 此 iE B= P,, 8 = Si. 还 记 4 = "t, N = [eD], 
并 对 此 参数 应 用 引 理 5 定义 多 项 式 Qj Ck 由 下 文 (5.4.25) 式 定义 ). 
下 面 要 将 第 2.3 节 命题 5 应 用 于 上 述 素 理想 里 以 及 多 项 式 O, 以 导出 
矛盾 . 
命 @ 为 中 到 加 的 零点 簇 的 距离 .由 第 2.3 节 命题 6, 并 注意 (5.4.23) 
式 , 得 到 


1 z log | BC@) | _ kH) 


= (y+ 3) m8 
p rdeg $ rdeg $ 


log 


= =i'D! log M = (+ 3)m?; 
F 


又 由 (5.4.23) 式 知 
1 
s> zD logM, 


所 以 当 D 充分 大 有 


1 
Fmin S, log —|> dcı N™*1 . cg Nlog N. (5.4.24) 
P 
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Hye k 为 满足 下 列 不 等 式 的 整数 : 


1 
cN” dE < Fmin S, log |< ci Nmtladk+l， (5.4.25) 


由 (5.4.24)，(5.4.25) 式 ( 右 半 ) 可 立即 验证 引 理 5 中 的 条 件 
d* > co Nlog N. 
又 因为 由 (5.4.23) 式 知 5 过 47D"™log M, 所 以 由 (5.4.25) 式 ( 左 半 ) 式 得 到 
Ndk < cig dN mm < cpp OD” + (DI "log M 
< cazi2™ log M. (5.4.26) 
现在 证 明 O, EB. 设 不 然 ,那么 由 第 2.3 节 引 理 10 的 推论 1 得 
Oa Se 
于 是 由 (5.4.12),(5.4.25) 式 得 
log(| Qi (œ) || œ |782.) = log(| Qk llo l Qk |) 
< loge + (2m + 1)deg Q; + log H(Q, ) 
— 2cyN™* 1 d* + cy (2m + DN + cy Nd“ 
fa ty WN d*, 


这 与 (5.4.13) 式 ( 左 半 ) 了 矛盾 ,所 以 确实 O EB. 
由 (5.4.12); (5.4.,13) 及 (5.4.23) 式 可 知 条 件 


[BRO S R Ok la s e enee, 


在 此 满足 .还 取 
q = [4dciz/cis] +1, 


那么 由 (5.4.12),(5.4.13) 式 有 || Ox |l o <exp(- ci N” dK), Mili H 
(5.4.25) 式 得 知 条 件 


-7loglox I| o = 2min 


1 
S, log Z |. 
P 


也 被 满足 .于 是 由 上 面 所 说 的 命题 5, 可 以 推 知 当 7 宇 2 及 4 充分 大 时 ,存在 
齐 次 纯粹 理想 J] 忆 Z[xo,…, Xm], dimJ = dim% - 1, 具有 下 列 性 质 
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deg J < ndeg PB + deg Qk < cygdN deg Pp"! Ddeg% 


A (4627) 
ACJ) < WAP) degQ, + h(Q,)deg P+ vr + 2)mdeg B+ deg Q) 

< 2™*1(Dh(B) + deg B+ log M) 

<AM-O-D Nm-C-V Jog M, (5.4.28) 


以 及 当 r+ 宇 1 时 
log | J(@) | <- S + n(h(Q, deg B® + h(B)deg QO, + 12um7deg P + deg Q, ) 


<-S+p?"*!(Dh(® + deg P+ log M) 


< Zs, CEPA, 


其 中 ,4 充分 大 ,并 且 推 导 中 应 用 了 (5.4.12)，(5.4.21)，(5.4.22) 及 
(5.4.26) 式 .但 由 rz 的 “ 极 小 性 ”, 并 且 dimJ +1 = (dim $ — 1) + 1 = 
dim I =r - 1, 并 注意 (5.4.27)，(5.4.28) 式 ,可 知 命题 中 的 结论 对 理想 J 


成 立 ( 其 中 ,r 代 以 r 一 1). 于 是 有 
log | J(@) | =- 4-1D’ ?2(Dh(]) + degJ . log M) 
>- A1 DT (Du?™*1 (Dh (B) + deg B - deg M) 
+ 22™*] Ddeg B+ log M) 
>- Art Dr 1 2™*1( Dh (B®) + 2deg B+ deg M) 
e 2D" p 2m+2r-1+2m+1( DA (MY + deg% » deg M) 
=- 6°18. 


当 w( 从 而 4) 充分 大 时 , 当 ” > 之 1 时 此 式 与 (5.4.29) 式 矛盾 .而 当 ” = 1 时 
(5.4.29) 式 左边 log | Jo) | = 0, 所 以 也 得 矛盾 .命题 得 证 . 

MA WAS cy~,2<6<m+3, DIA), logM = D*logD, 
其 中 , Ye (4) 三 1 是 仅 与 a, fi, 区 及 有关 的 常数 .还 设 ICZ s 
Xm | 是 齐 次 纯粹 理想 , r= dim T+1 宇 1, 并 且 


deg Ta ANT Fal Tee We ig M. 
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那么 
log | [(@) |>- à"! D'I (ADhCI) +hadegT。logM). 


证 法 与 命题 8 类 似 . 设 存在 理想 使 命题 不 成 立 , 用 工 表示 其 中 了 最 小 


证 
的 理想 ,于 是 1 过 7 过 m, 并 且 对 任何 r = dimy +1< r 的 理想 J 
设 了 = 石门 …… 门 五 是 工 的 不 可 缩短 准 素 分 解 , B= /TASi<)d. 


于 是 由 第 2.1 节 命 题 2 得 


deo; < deg I < A™ De, (5.4.30) 


h(Bi) < hC1) + vm?deg I <A™-"D"™-" log M + vm? D). 
(5.4.31) 


我 们 证 明 存在 id << i< 1) 4 
log | B;(@) | <- XID ADA Ri) + adeg H; + log M) 


Se (5.4.32) 


设 不 然 , 由 于 命题 对 I 不成立, 由 上 述 命 题 2 得 
— A’-1D’ 1(ADh(I) + ì°deg I + log M) > log | Io) | 


I 
= 2 kilog | V; Co) |- m?deg I 


l 1 
>- dari pr (AD Dy kih Bp) + A°log M + Dik jdeg B; )- mĉdeg I 


>- aut pr! (ADh (I) + ADm®y deg I + A°log M + deg I) — m? deg I. 
当 D 充分 大 时 此 式 不 成 立 .于 是 (5.4.32) 式 得 证 .将 此 理想 SB; 记 作 SB. 
应 地 令 S = 5;. 
设 o 如 命题 8, 由 第 2.3 节 命 题 6 及 (5.4.32) 式 可 得 
2h pe 


r s 
log i > dari Dr aS $ Vlog M )- 
e 3r deg $ rdeg $ 


= Zar D og M — w+3)m? 
7 
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SAD og D = (y+ 3)m?; 
r 


又 依 (5.4.32) 式 5 的 定义 有 
1 =148yy7=1 1 -1+épyr-1+6 
有 Ole 全 = D” log D, 
因此 当 D 充分 大 时 


1 x 
Fmin S, log |> C42 * Gag LOB cae. (5.4:33) 
P 


其 中 ,常数 cse 由 引 理 6 定义 .于 是 存在 s > cse 使 得 


—min 
2 


1 
S; log =| = cps loss, (5.4.34) 


其 中 ,常数 由 (5.4.20) 式 定义 ;特别 ,可 认为 ca > 1/2. 由 (5.4.34) 式 以 及 
(5.4.30), (5.4.31), 6.4.32 2 Bal 


Sloss = F< sat prt (AD » a™—-"D™-" (A®llog M + vm? D) 


于 ARs AO? e D™-?*1 og M) 
JATT Dt log M = Ame) pt? las D, 
Au = AC m+te-1)/Cm+ò) ,， 则 有 
§ WD, kA (5.4.35) 


对 于 上 面 的 参数 , 设 C 是 引 理 6 所 确定 的 多 项 式 , 我 们 来 证 明 OE B. 
设 不 然 , 则 由 第 2.3 节 引 理 10 的 推论 1 得 


Ola S 
从 而 由 (5.4.19)，(5.4.34) 式 得 到 
log(| CCo) || œ |~%82) = logc || Ola | Q|) 
< loge + (2m + 1)deg Q + log HCO) 


<- 2c4.5™** logs + ca (2m +1)s + casilogs 
8 
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<- cys” logs, 


这 与 (5.4,20) 式 矛盾 ,所 以 O ¢ B. 
现在 将 第 2.3 闻 命 题 5 应 用 于 理想 有 及 多 项 式 CO. 注意 由 (5.4.19)， 
(5.4.20) 及 (5.4.32) 式 有 


| Po) |<e5 及 |l Q|] o < e7? , 


并 且 当 7 = [4c42/ca3] + 1 Ef, 5.4.20), (5.4.30 RE 


- nlog || Q || o = 2min 


S, log =), 

p 
HIH r > 2 RA RTK, FF ESE UK AE I C Z [x05 ts Xm ds 
dimJ =dim $ — 1, 满足 下 列 不 等 式 

deg J < 7degR. deg Q < c49 sdeg X < curDdegR 


Am-G-D pym-C(r-D 41 (5.4.36) 


I 


h(J) < csosh (P) + c51 s°log s + degB + cs sdeg W 


< ¢53 (“Dh (CB) + po deg B+ log M + pilogy. D° deg W) 


IN 


EAn De pm Oog M., (5.4.37) 


eer 


FHA4r Sl 
log | J@@) | <- S + cs55(h(Q)deg B+ h(P)deg Q + deg P+ deg Q) 
<- S + C56 (“Dh ($B) + s®logs + deg 8B) 


<- S + cse (uDh(B) + po deg B+ log H + podeg Y + log) 
S; (5.4.38) 


其 中 ,充分 大 ,并 且 推 导 中 应 用 了 (5.4.19)，(5.4.30)，(5.4.31) 及 
(5.4.35) 式 .但 当 r = 工时 (5.4.38) 式 显然 不 成 立 , 所 以 > 三 2. 但 dimy + 

= (dim - 1) +1 = dim/ = r - 1, fr 的 定义 及 (5.4.36), (5.4.37) 
式 可 知 命题 结论 当 了 代 以 +r 一 1 时 成 立 , 即 对 理想 有 


log | J(@) | >- av? D? (ADh (J) + deg J .logM) 
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>- c57A" 2 D2 (AnD? h(B) + AveD*"* deg B + log(uD) 
+ °uDdeg $ » log M) 


a csg (Cu/à) S, 


其 中 , D>% (A). 因为 - = AWim+® | BLY A RAK ERS 5.4.38) 


矛盾 .于 是 命题 得 证 . 
定理 8 之 证 设 PEZ[Lxi, “s Xml degP <s, HCP)S H. ÆXF 
次 多 项 式 
Xj Xm 


G = xoteP p| a. < Z [xos PEE) sl 
Xo Xo 


那么 (CrCl Xie Ey ma = Pixs, reny A 并 且 
degG = deg P, H(G) = H(P), G(@) = P(f, la), =, fim (@)). 


设 = maxi Cas Cas}, SS maxtys (A), NA IRI = (G) EG ÆR 
的 忆 [Lxo，*…,，xm J 中 的 主 理想 ,于 是 


dimT = m-1, r= m 
( 见 [138j, 第 二 卷 第 七 章 定理 23). 由 第 2.1 节 命题 3 得 
deg I = deg G = degP< s. 
h(I) < h(G) + vm*deg G < vlog H(G) + vm? deg G 
= vlog H(P) + ym’ deg P 
< v(log H + sm?). 
log | I[(@) |< log || G || o + 2m? deg G. 
因为 Gleo =| G) || G|} | æ |7180 <| Gw) |, 所 以 得 
log | I(@) |< log | G(@) |+ 2sm?. (5.4.39) 


如 果 log H + m’s >s”? logs, 那么 在 命题 8 中 取 D = s, logM = 
vdog H + m?s), 那么 命题 8 的 诸 条 件 被 满足 ,于 是 得 到 


log | I(@) | =- AmDm-1CDhCT) + deg I + log M) 


5.5 4} 3 5 È 
== 2A" s™ (log H + sm”) (5.4.40) 


如 果 log H + m?s<s™ logs, 那么 在 命题 9 中 取 D = s, logM = 
vsĉlog s, 其 中 ,6 由 下 式 定 义 


max{log H + m?s, s?logs} = sologs， 
于 是 2 过 6 之 m +3, 而 且 命题 9 的 诸 条 件 均 在 此 成 立 , 于 是 得 到 
log | IT(w) | =- XT DADA + A deg I + log M) 
=—A™ 15-1 (As - vlog H + m*s) + Ads + vs*log s) 
>- uml sm (log H + sm? + s*logs). (5.4.41) 


H (5.4.39), (5.4.40), (5.4.41) 式 可 知 当 s > cso 时 ,所 要 的 不 等 式 
成 立 .又 设 Ho 是 使 log H < ch log csg — m? cso 的 最 大 整数 (可 认为 
万 0 二 1) ,那么 次 数 二 cs59 BRA WEHA P E ZLxi1，…， Xm 的 个 数 有 
限 , 所 以 适当 选择 常数 7Y, 可 使 定理 中 的 不 等 式 对 所 有 次 数 三 s ,高 生 H(s 宇 
1, HSVDHAZMK PEZ([ x1, r Xm IR: EEUE: 


5.5 补充 与 评注 


1 Mahler 函数 在 C(z) 上 的 代数 无 关 性 是 人 研究 它们 的 值 的 代数 无 关 
性 的 基础 .证 明 Mahler 函数 在 C (z) 上 的 代数 无 关 性 ,是 一 种 技巧 性 较 强 
的 问题 .一 些 典 型 的 方法 可 在 K. K. Kubota!4®!, J. H. Loxton 和 A. J. 
Vander Poorten'®*!, K. Nishioka!9?: 931 等 文中 找到 ,一 些 较 新 近 的 工作 见 
[20, 39, 40, 95 |] 等. 

2 关于 Mahler 函数 值 的 代数 无 关 性 的 经 典 方法 可 见 L2, 4, 5, 6, 48, 
54, 55, 58, 93, 95, 118, 119]. ABS 5.2 节 主 要 取 自 [93]. 

3° Yu. V. Nesterenko!7?! 首先 将 他 的 方法 应 用 于 Mahler 函数 值 的 代 
数 无 关 性 问题 ,其 后 K. Nishioka H 推广 了 这 个 结果 ,除了 本 书 第 5.4 节 定 
理 8 外 ,她 还 考虑 了 函数 方程 
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fi Cz?) fitz) 
= A(z) : + Biz); 
eae sak Fae 


在 与 定理 8 类 似 的 条 件 下 给 出 类 似 的 代数 无 关 性 度量 ,而 且 证 明 步 又 也 与 
本 书 定理 8 的 证 明 相同 . 

Nesterenko 方法 对 Mahler 函数 值 的 代数 无 关 性 问题 的 应 用 还 可 见 
[40，89，117，136 | 等 . 

关于 Nesterenko 方法 对 Mahler 函数 零点 估计 问题 的 应 用 可 见 K. 
Nishiokats0j( 本 书本 章 第 5.3 节 ) 及 工 .T6pfer[l20] 等 . 

4 关于 p-adic 情形 Mahler 函数 值 的 代数 无 关 性 结果 , 可见 [21， 
135 |. 


附录 4 线性 递 推 序列 


常 系数 齐 次 线性 递 推 序列 (以 下 简称 “ 递 推 序列 ”) 是 指 一 个 非 平 几 复 数 
列 {uk)R=0, 它 满足 递 推 关系 式 


teen = Pb ken-i * teen tt Bur =k SO, (1) 


其 中 , Be ts BEC，B#0. 于 是 递 推 序列 由 初 值 wo，…，xn 1 及 递 推 
ABB) By 完全 确定 .因为 {uk}R=o 是 非 平 凡 的 ,所 以 | uo |+ … + 
| una | 0. 一 个 不 全 为 零 的 初 值 序列 uo, uis s un-1 及 一 个 递 推 系 
BUF I Bye cs By (Bn 0) 定义 一 个 n 阶 递 推 ,一 个 n 阶 递 推 通过 递 推 关系 
式 (1) 生 成 一 个 递 推 序列 .2 阶 递 推 也 称 为 二 元 递 推 ,3 阶 递 推 也 称 为 三 元 
递 推 . 

系数 为 BL cts By 的 递 推 的 特征 多 项 式 ( 或 称 伴 随 多 项 式 ) 是 指 


Wiz) = z” -Rz -e pn. (2) 


BE PEDER 
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vez E [ear (3) 


其 中 ,wo，…，wsEC 互 异 , 称 为 递 推 的 特征 根 . 若 更 (z) 的 所 有 根 都 是 单 
的 , 则 称 递 推 是 单 的 . 
一 个 递 推 序列 可 以 满足 不 同 的 具有 (1) 式 形式 的 关系 式 . 设 {uk}R-0o 满 
EA k 阶 递 推 
Uktn = ere (k > 0), 
以 及 
Ukin 7 oe Ck. = 0). 


Be py = Mies tes Pueri = Yaw=13 但 人 FYn-r , 则 将 上 两 式 相 减 可 得 


n B; Y: 
Uk+tr = S, | 
j » 


Paar 一 Yn-r 


Uk+n-j- 


f= nerh 


&l=j-n+r, BI 
trar = Pile “Ch Os 
t=1 


其 中 56, 三 一 (Bs — Vnd Baap Yn) 因此 {uryR=6 满 足 一 个 阶 迁 7 委 胡 
的 递 推 , 于 是 每 个 递 推 序列 满足 一 个 唯一 的 极 小 阶 的 递 推 关 系 式 (或 称 为 极 
小 递 推 关系 式 ,而 相应 的 递 推 称 为 极 小 递 推 ). 

递 推 序列 的 基本 性 质 如 下 : 

定理 1 (a) 设 (uk /=0 是 一 个 复数 列 ,满足 关系 式 (1), 且 有 40. 设 
wy, Gl, =, NADOR. w es ws 互 异 .那么 存在 唯一 确 
ERZEN SJ E Q Cos 1 次 数 到 
alj = 1, =, s) 使 


Ue = Hf oor Ck = 0,1, +). (4) 


(b) BE ays oy ws 是 互 异 非 零 复数 ,am ，…， cs 是 正 整 数 ，> oj = n, 
用 (2) 和 (3) 式 定义 及 ，…， ,还 令 fj 是 次 数 小 于 cj 的 多 项 式 (j = 1，…， 
5), 则 (4) 式 定义 的 序列 {ux }&-o 满 足 递 推 关系 式 (1)， 
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证 (a) Sap = l, ap 三 全 (及 


u(z) = N ug" 
k=0 


A(z) = Yaz! = 1- Dp = a- aos. = 
i= i= = 
于 是 由 (1) 式 得 
naj A =) Dawe"! 
=D) Daun: eh + ) aie iz* 
= Sh Seine dn 
= = Dama it! + SH Ukin 一 D1 Pt en ,)zktn 


= or bite: 


: 
Whg = D)ajup-i(kK = 0, 1, =, hn 一 1), 化 wu(z) 为 部 分 分 式 
i=0 


(注意 > ci = n ) 得 
j=l 


n-1 


> ee" E A By 
u(z) = = Sy ie 


j= t= 1 ca j 0? 
[[ 8 ~ e294 人 us aye) 
这 


(6) 


其 中 ，, By E Q (Cuo, 5 Un-13 Bro Br; 01s os ws), 并且 唯一 确定 .由 
于 应 #0, HA ws #0. 4) z|<min|o; |“ E, 


w= Yay DI 


k=0 


(= w;z)* 


saaa 1) 


k 
j 5 


a 
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因为 Taylor 系数 是 唯一 确定 的 ,因此 应 用 (5) 式 比较 上 式 两 边 z* 的 系数 即 得 
(4) 式 ,并 且 其 中 


fied = X Prett- Diet t= st/ = DL (fe 1 9). 


(7) 


(b) 对 于 (4) 式 中 的 wx (k 宇 0), 用 (5) 式 定义 ul(z) 和 和 A(z), 并 有 旦 将 
(4) 式 中 的 多 项 式 f; 写成 (7) 式 形式 ,于 是 我 们 定义 了 诸 数 Bj. 设 | z | 去 
min | wj |1, 那么 有 


l<j<s 


u(z) = Sly oS x Sf (eat 2k 
k=0 k=0 f= 


- > (XPa + t£-Dkt t-2)(k + t= D!) Coz)" 


k=0 j=l 

s g oo —t 
-Dom Dy we 

j=1 t=1 k=0 k 

aa Bij 


j=l. 051 (J= wz)" 
n=l a; 
5 hyz* 
k=0 

Tia — wz)"; 

‘emt 


n-1 


= Y apat / Al CRRA 20). 
k=0 


utzvACz) = >) hyzt 
k=0 


是 一 个 次 数 小 于 n 的 多 项 式 . 但 易 见 


oo 


k 
utzJAtz) = J) Jajupi" (HP a, = 0 当 i > 1)， 
i=0 


k=0 


FE ce CkSOW ABN S TER ai 的 定义 , 即 可 得 到 
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Ukin = nai 0 CR OL od, 
i=1 


此 即 关 系 式 (1). 证 完 . 

推论 1 设 递 推 序列 {uk}%=o 有 极 小 阶 递 推 关系 式 (1) ,其 特征 多 项 式 
为 Wz) BE 

Ugel = Viksi- T Vugar Fo + Yipes k 0 

是 它 所 满足 的 任 一 递 推 关 系 式 ,其 特征 多 项 式 为 J(z), 则 RR Y. 

证 PO HQ ACNE Ma, +, w, 是 其 互 异 的 根 ,于 是 有 (4) 式 
Rw 

p(z) = z! = de te Sree GN. 

Delw srs Oss Ws ery ers w, JE P AY BA RTT RO HE A FE 
Wsi wifi 是 多 的 根 但 不 是 更 的 根 .如 果 我 们 令 多 项 式 f; = 0, 当 
Pw) CS ji s), 那么 依 定理 1(a), 存 在 唯一 确定 的 多 项 式 六 使 


Wp = E TS (8) 
Pesta = [be my aa = ape Pt oe oe, 
j=l 


那么 依据 定理 Cb), HH 8) sR RE AIP u) P= 0 WH ALE HEE Hak 


n+l 


Uk+n+] = DA Rett] Ce = 05 Le 
将 定理 1(a) 应 用 于 这 个 递 推 关系 式 , 由 于 (4) 表 达 式 中 f; 是 唯一 确定 的 ,所 
以 (4) 式 和 (8) 式 应 当 相 同 , 即 得 
全 

由 于 第 一 个 递 推 是 极 小 阶 的 ,由 定理 工 的 证 明 可 知 (注意 (6),(7) 两 式 ) ,了 
恰好 是 05) 一 1 次 (f=1; … 9) FFA o, = 1S, 40 CG = 1, +", 9. 于 
是 由 fj WELSH w) = OCG = 1， …，s) ,并 且 零 点 wj 的 阶 数 不 小 于 
oj ;因此 P 整除 .证 完 . 
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一 个 递 推 称 为 是 代数 的 (有 理 的 ,或 整 的 ) ,如 果 所 有 的 初始 值 及 递 推 系 
数 是 代数 数 ( 有 理 数 ,或 整数 ). 如 果 一 个 递 推 是 代数 的 (有 理 的 , 整 的 ) ,那么 
所 得 到 的 序列 也 是 代数 的 (有 理 的 , 整 的 ) ,但 其 道 不 真 . 例 如 非 整 数 递 推 


Ut = RL Ge S70 18 cee), 


当 uo = uy = 1 时 生成 由 有 理 整 数组 成 的 递 推 序列 . 

还 可 以 证 明 , 如 果 递 推 序列 {ui}R=o 的 所 有 元 素 都 属于 域 K ,那么 极 小 
递 推 关系 式 的 弟 推 系数 也 属于 区. 特别, 取 区 = A G Q) 可 知 ,由 代数 数 
(有 理 数 ) 组 成 的 递 推 序列 由 代数 (有 理 ) 递 推 产生 ( 称 代数 (有 理 ) 递 推 
序列 ) . 

Fibonacci 数列 是 一 个 重要 的 二 元 整数 序列 , 它 由 下 列 递 推 生成 ， 


Fyre = Pye + Fr(k = OF dy. 3 Fo =; Fy = he 


由 定理 1 Ca) Al 


Fe = ol 2 


其 中 ,cl ，cs 为 常数 .利用 初始 值 求 出 cl co ,可 知 
1 
Fy = —@* =) Gh = Oy 1; 5, 
k = p 
Hp @ = (1 +4/5)/25 8 = 1 45/2. 


Fibonacci 数列 有 许多 重要 而 有 趣 的 性 质 , 下 面 给 出 一 例 . 
用 归纳 法 易 证 


x x? x? x t= 42"! 
+ fore 十 = 
1- x? l- xt PE ES: T= 
& x = (B/a)", HER eB = 一 1, 则 
fg 8 E 
i x? a2" = per Fz, i 
HP I E E = = 
= Cag == Ck Za As 2 ) 
ss x 2k a2rk — perk Fox 
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=, 42 Foi 
tax sar er X Se 
i ge Fo", b= $y F; 
Fit 
n i- 1 F ne 
mir Seiten) Zr, 
i=l a'r |e Fo", 
取 = 1 可 得 
Fər 
E 1 F 1 f 1 2 L 
Fs Fg Fon F> 
令 n> BNE 
Ls 
=o Psat 2 


最 后 ,我 们 考虑 具有 无 限 多 个 零 项 的 递 推 序列 . 

定理 2(Skolen-Mahler-Lech 定理 ) 设 {uk}g-0 是 一 个 具有 无 限 多 个 
零 项 的 递 推 序列 , 则 集合 {Kk | k €E No, uk = 0} 是 一 个 有 限 集 及 有 限 多 个 
算术 级 数 的 并 . 

定理 的 证 明基 于 p-adic 分 析 , 是 C.Lech 于 1953 年 给 出 的 ( 见 [52], 还 
可 参见 L94],，Th2，5。3). 这 个 定理 的 有 理 情形 及 代数 情形 是 Th. Skolem 
和 K. Mahler 分 别 于 1933 年 和 1935 年 证 明 的 . 

推论 2 ”如果 具 有 特征 多 项 式 (3) 的 递 推 生成 一 个 具有 无 限 多 个 零 项 
的 序列 ,那么 对 于 某 些 下 标 i, j ALA, wi/wj 是 单位 根 . 

证 依据 推论 1, 不 妨 认为 我 们 所 考察 的 递 推 是 极 小 阶 的 .由 定理 2 知 
存在 正 整 数 b 和 c 使 wpike = 0 CK = 0,1,…). 由 (4) 式 可 知 


人 (9) 
j= jei 


由 于 递 推 的 极 小 性 ,x 的 多 项 式 f; (b+ cx)w? RAE, HAKAA o1 


Cj =1,…, s). 但 因 (9) 式 右边 的 究 和 对 所 用 均 为 零 , 依 定理 1, 这 是 一 
个 平凡 递 推 ,从 而 ep, or, ws 不 可 能 互 异 ,所 以 存在 让 xj 使 wy = of 
(w/w = 1. 证 完 ， 

一 个 递 推 序列 称 为 退化 的 ,如 果 它 的 特征 多 项 式 的 两 个 不 同 的 根 之 比 
是 单位 根 ; 不 然 称 为 非 退 化 的 .由 定理 2 可 知 , 每 个 退化 递 推 序列 {uk } Pao 


j 多 
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HT AAP RAF PS Ups ck hk 


r=0(b=0, 5 
是 平凡 序列 ,或 者 是 非 退 化 递 推 序列 .此 处 e 可 以 取 作 推论 


“，C 一 1) ,其 中 每 个 子 序列 或 者 


2 中 所 说 的 那些 


单位 根 ( 即 w;/wj(i 门 的 值 ) 的 阶 的 最 小 公 售 数 .因此 ,我 们 通常 只 用 研究 


非 退 化 递 推 序列 . 
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第 6 章 Gelfond 超越 性 判别 
法 则 的 多 变量 推广 


Gelfond 超越 性 判别 法 则 ( 见 《 超 越 数 引 论 》, 第 四 章 第 一 节 定 理 1) 是 
超越 数论 中 的 重要 工具 ,为 了 建立 多 个 数 的 代数 无 关 性 ,必须 将 它 推广 到 
多 变量 情形 .1978 年 ,R.DvornicichLs4 首先 给 出 了 一 种 推广 形式 ,借助 理 
想 论 工具 得 到 两 个 复数 代数 相关 的 充分 条 件 .但 他 的 条 件 中 包含 某 些 多 
项 式 序 列 的 偏 导 数 的 上 界 估计 ,不 便于 应 用 .1982 年 , G. V. 
Chudnovskyt2 提出 半 结 式 概念 ,并 应 用 它 建 立 了 多 个 复数 代数 无 关 性 的 
判别 法 则 .但 他 的 命题 的 叙述 并 不 成 功 ( 见 [127]) .在 这 个 工作 的 基础 上 ， 
出 现 了 一 些 新 的 推广 形式 (例如 ,下 . Reyssat'!!°l, M. Waldschmidt 和 
Y.C.Zhutl32] ,等 ).1983 4 , Y. V. Nesterenko[69] 基于 他 自己 的 方法 也 给 
出 了 一 个 判别 法 则 

迄今 最 一 般 而 且 获 得 重要 应 用 的 推广 形式 是 由 P. PhilipponL103] 于 
1986 年 给 出 的 ,其 基础 是 一 般 消 元 法 理论 ,这 是 Nesterenko 方法 的 重要 
发 展 和 扩充 .本 章 主 要 目的 是 证 明 Philippon 代数 无 关 性 判别 法 则 ,并 且 
应 用 它 给 出 在 第 4 章 中 所 提 到 的 Nesterenko 定理 的 另 一 个 证 明 , 还 简要 
介绍 这 个 法 则 的 变 体 .改进 和 应 用 .我 们 将 从 引进 某 些 代数 预备 知识 
开始 . 
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6.1 代数 预备 


本 节 中 所 有 结果 的 证 明 都 可 在 本 章 附 录 中 找到 ,不 再 一 一 说 明 . 
1° U 消 元 理想 


设 R 是 Noether 环 , A = R[xo,…， xm]. 用 Ma 表示 所 有 xo， 
Xm 的 次 数 为 d 的 单项 式 X0 xe EP ope os Gig EN ga Og Ft 
n= ORE BE rE- TERBM, d = Cd d E NT E 
r =0, WS RLdj= R, ALdj]= A; 若 7r 宇 1, 则 令 RLdj] 及 ALdj 分 别 是 系 
数 在 R 及 A 中 的 变量 


fuga f= Lees Te MS My) 


的 多 项 式 组 成 的 环 . 当 了 三 工时 , 记 多 项 式 


U = Ua Ms dn E a ae Ald) Gs 1s 50) 


设 了 是 4 中 一 个 齐 次 理想 . 当 r = 0 时 , 令 Id] = 1; 当 r 宇 1 时 , 令 
I[d] = (I, Uj, ++, U,) CAL], WH I REDAU. |o U, 生成 的 
理想 . 

我 们 用 Ca CD das RLdj 中 所 有 这 种 元 素 a 生成 的 理想 : 存在 Ni © 
N {ë a.x € Id] G = 0,…, m), 并 将 它 称 为 1 的 指标 为 4 的 UU 消 元 
理想 .换言之 ,如 果 令 


Aa CI) = U dLa] :Aa Mk)» 


CId] agaj) = {f € Ald] | f e Mx Cild]}, 


那么 有 
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Gg) = Aad) 1) RLad, 
主意 ,因为 ALd] 为 Noether #, 所 以 存在 NEN 使 (I) = 
我 们 还 考虑 变量 


(j) > / 
= oP 9 = T M 9 
{Sop mM’ 5 j 1 r 并 且 M M €E d,? 
它们 除 满 足 
ti, ce Gi) G) = 
Smm = 0 及 Sop w + Sw, gy = 0 


(反对 称 关系 ) 外 ,不 满足 其 他 代数 关系 .我 们 用 GA[4d] 表 示 以 它们 为 变量 
且 系 数 在 A 中 的 多 项 式 形成 的 代数 .还 用 6 表示 下 列 A 代数 的 射 


ô: Ald] — SALd] 


Tae u am 
Ug WB 


可 以 证 明 : 对 于 fe ALdj], 下 列 二 性 质 等 价 : 

G) fE Ua CI); 

Ci) 存在 整数 入 使 6(f) .Hy C I» SAL]. 

在 第 2 章 曾 定义 了 一 个 理想 的 高 (又 称 秩 或 余 维 数 ), 记 为 CA hid 
为 codim) .现在 设 仿 是 环 区 [xo,，…, Xm JE K 是 一 个 域 ) 中 的 ( 真 ) 齐 
KEE ENE AM dr =mt+1l—-h .tkl<r<cm. 对 于 整数 1 宇 0， 
HHC; Ņ 表示 在 区 上 模仿 线性 无 关 的 1 次 齐 次 多 项 式 的 极 大 个 数 . 当 t 
充分 大 时 有 


t 
RISIA 


十 ay Haet dpois 


Pa 


Fh, ag, seny a,- 2 BR, ag >0 CE RA Hilbert 多 项 式 ) .我 们 称 ao 为 


齐 次 理想 仿 的 (通常 的 ) 次 数 , 并 记 为 4* (3) = ao. 当 = (P) 是 由 齐 次 多 
项 式 生 成 的 主 理想 时 ,d* (3) = deg PCI P WAKAO. WR R 为 主 理想 整 
环 , ICA = RLxo,…, Xm] HIKE MWA 


x EE a Ve, 
d* (I) = lim Dy time F [ xo» ee Rope ens 
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FP, r= mI- KC, Cp RAR FL X05 os Xm VI °F PREAH D 
的 齐 次 元 素 的 矢量 空间 ,F 为 R 的 分 式 域 . 

理想 Ga CDA FB SI SEAS HE at : 

命题 1 设 了 是 4 中 的 齐 次 理想 . 

Osa CVT MA = Ald), 6, (2) = Rd]; 

GD Æ I ER, H STM AU RED 也 是 素 理想 ; 

GID 4 I EMER A.A SVT, W Ua DA Ca C1) te ER BA 
HHA /WaD = Ma WD), yC D = Ca (VD; 

Civ) 设 1= 站 7 EL RTT A E ER AE Ua CD = A Aa a), 


h= 


Ca (I) = Gan). 


注意 , 若 工 准 素 且 A SVT, 则 准 素 理想 AU (1) 与 1 有 相同 指数 ,因而 
准 素 理 想 Eg (7) 的 指数 三 了 的 指数 ;但 当 R 是 整 环 时 ,两 者 指数 相等 (参见 
第 2 章 附录 2). . 

命题 2(U 消 元 理论 的 几何 意义 ) 设 o: R d]>F Æ R [ad] F P 
的 同 态 (并 且 也 表示 它 的 显然 的 扩充 : ALd]>F [xos s Xm DW FAZ 
命题 等 价 : 

Ci) p(Eg (1D) = (0); 

Gi) FFE F 的 域 扩 张 区 及 eI Ld) Ee KR”! 中 的 一 个 非 平凡 零点 ( 即 
FETE E = (hy, ts En) E KNO), 使 对 所 有 pe ILd], eC p)(§) =0). 

命题 3 设 尺 是 主 理想 整 环 , 采 是 4 中 的 高 之 n 一 r+1 的 齐 次 素 理 
想 ,那么 

(i) HBO R 400). WW EW) = (BA R). Rd]; 

Gi) # BA R = 0), WEB = (0) YAM BWA<n- rt; 

Gi) # PN R = (0), 且 第 的 高 为 n 一 r+ +1, 则 Ca (PR) 是 主 理想 . 

命题 4 k R 为 主 理想 整 环 ,T 是 A 中 高 为 m -r + 1 的 齐 次 纯粹 理 
ABA Ga (7) 是 主 理想 , 旦 其 生成 元 是 RLdj 中 的 多 项 式 , 它 关 于 每 组 变 
HEU, = (ug s ME My} UM <d* D+ [ds 的 齐 次 多 项 式 . 

注意 ,还 可 证 明 : MR BCA RAH m- r 的 齐 次 素 理想 ,那么 
Eq (PHERI f 是 对 于 每 组 变量 Uy 次 数 为 4* (B+ Jla G = 1, ++. 1) 

fj 
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的 齐 次 多 项 式 ; 并 且 若 令 KU) = Uj +AU xsi" A; E R) G = 1, , 
r— 1), Walp = f: 


2 多项式 的 局 部 度量 


设 区 是 一 个 数 域 ,AN 及 Mo SP ARABS 区 上 绝对 值 及 阿 基 米 德 绝对 值 的 
集合 .对 于 绝对 值 |， |,, 用 区 ,表示 区 关于 它 的 完备 化 ,C ,表示 区 ,的 代数 
闭 包 的 完备 化 ;到 区 ,中 的 典范 租 入 扩充 为 到 CC ,中 的 能 入 并 记 为 c，: 
对 于 所 有 xCK RNA Ixl = | o, oly. HH. 。| 必 表示 C ,的 绝 
对 值 . 当 v E Me. 时 它 是 Q 的 通常 绝对 值 的 延 拓 ; 当 v E Me 时 
| Plo =1/p，, 其 中 ,p 为 它 对 应 的 素数 .还 用 n, 表示 在 v 的 局 部 次 数 ， 
亦 即 区 ,在 Q@p( 当 vAN) 或 民 ( 当 vEANs) 上 的 次 数 . 

PE KID Tl P= Sofas Teles BU) = 


Ciis s im) CNG. MRT VE MS 
o,(P) = df Ti -Tir 
我 们 用 下 列 方式 定义 在 v 的 局 部 度量 : 4 vé .Nw 时令 
M, 4P) = max | olfa) lar = max | Seis os 
COR BIS 2 章 中 定义 的 |Pl,); 当 vE Mo IA M, (CP) = 0, CP) 的 Mahler 
度量 . 亦 即 M, (0) = 0, m 4 o, CP) 40 时 


M,(P) = M(o,(P)) 


1 m = 
= exp(| -f log loy Petr, wr, ea) | die, dtas 
) 


其 中 ,|。 | 表示 平 常 的 绝对 值 ( 在 《超越 数 引 论 》 的 第 一 章 第 一 节 , 给 出 了 
m =1 的 情形 ). 由 loglcv(P)| 的 可 积 性 可 知 M,(P) = 0 当 且 仅 当 P = 0. 
XF PECOT, +, Ta ,我 们 使 用 同样 的 记号 M, CP). 

M, 满足 下 述 “乘积 公式 ”: 对 vE 及 非 零 多 项 式 P, QE 
a 


M,(PQ) = M,(P)M,(Q). 


6.1 代数 预备 


X vE Me It ÈT ph Mahler 度量 的 定义 推出 ; v EM 时 可 见 第 2.1 节 引 
理 1. 

下 而 两 个 命题 是 常用 的 : 

命题 5 设 P, QEC, UTi, s Tm] 次 数 分 别 为 4d(P) 和 4d(Q). 记 
人 fa Tp im, (i) = Cis > im) ENG. iy te 
+ im 之 d4(P). 设 fe {0, «+, m}, 364 io= 4(P) 一 订 一 … 一 i. 定 义 多 
项 式 


E a 
hs 


m 


E- C H Tis EO i Tadh 


FE, Cf) = Grr s im) E€ NP s jur t t+ im <io MAY vE 
.加 时 


d(P)! 
Wee ai: 
1 1 ig lizleri;! 
M,(P+ Q)<M,(P)(m4+1)4” + M,(Q)(m +1942, 
“vy dé A 时 


MK Pe oi) Se My CP)» 
Mal P+ OQ) <= max{M,CP), M,(Q)}. 
命题 6 PEC, CT s Tp] Æ d 次 多 项 式 ， 
CN OR ai Ml Tego TL ae] 


是 两 个 C ,代数 同 态 , 适 合 
q 
— gil l l 
OO CT.) = ¢ 十 Den eae oo = C v 
j=l 


2 1) es pp lS 1, 23; 
那么 
7 


d 1) 2) 1) = 
eel (max | one = ee lew} “ (max{1, | ei len et, 
Be js 


Gp 
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其 趾 ，ey =40pt+D(qt+DC4vEMw) Re, =104 vë Ms) 3¢ A max 
分 别 取 自 所 有 的 (i, PRG. j, D, i€ (1, =, p}, fE{0, …, qh RIE 
1, By 

对 于 非 零 多 项 式 PEKT, s Tn], RAARB* v€ Mf 
M,(P) 大 ,因此 我 们 可 以 用 下 列 方式 定义 已 的 绝对 对 数 高 (在 本 章 我 们 简 
称 “ 高 ”)h(P) 及 高 不 变量 h(P), 即 映射 


hoh: LU KL es 7 了 ,| 一 及 ， 
其 定义 是 : hO) = ACO) = 0,4 P 20t 


ACP) = 一 一 一 >) + max{0, logM,(P)}, 


hEPJ = n,logM,(P). 
[IK : arate $ 


易 见 这 些 定义 与 基 域 K EREK RHI AKG h 扩充 到 YU, Q LIT, ne, 
Tm] E. FAEK, HARE A NW Weil 绝对 对 数 高 ( 见 , 例 如 ,[131]). 又 易 
W4AECK,AZON AAP) = ACP), W hC RA ARAB HE”. 

h 和 hh 有 下 列 基本 性 质 

命题 7 设 P, QE€K[Ti,…, Tj] 非 零 ,XEK ,4#0, 则 

G) h(P) > h(P); 

Gii) H(A) = 0; 

Gii) hCPQ) = h(P) + h(Q), h(PQ) < h(P) + hQ); 

(iv) h(P) <h(PQ) + h(Q) - hQ); 

(v) ACP) BR RCP) SO 
LK LK: Q] 


ly 


(vil) FE u = uP) © K, wp #0 huP) = hluP) = ACP). 


(vi) 对 所 有 v E€ M, M,(P) > exp] = ACP) ); 


3 局 部 距离 


w ICA = 区 [xo,…, m RER) 是 高 为 m -7+l 的 齐 次 理想 ， 
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d €E N06. 我 们 将 Ca (17) 中 所 有 元 素 的 任何 一 个 最 大 公 因 子 f 称 为 1 的 指标 
Ay d 的 U 消 元 形式 .特别 , 当 Ca (了 1) 是 主 理想 时 ,f 就 是 其 生成 元 .对 于 集合 
XCP m(C ,), 定 义理 想 S(X)={PEA|P(X)=0} 及 维 数 dim X = m 一 
h* (Q(X) Æ vE M, ICC ixo s tm] EBS m=++1 的 齐 次 理想 ， 
A KAKDRR [在 Pm(C ,) 中 的 零点 的 集合 . 

现在 设 d ENS, EE C” (AI SEP, (CC )), 我 们 定义 映射 


254:Cv[dj 一 ECvLd] 


uy -> og, a (uy) = Ysy w ME (7 =T; TARN F); 
Me, 


其 中 ,s 史 加 是 上 文 给 定 的 反对 称 变量 .在 不 引起 混淆 时 ,将 Se, 4 简 记 为 Se 


M, m’ 年 


或 6; 还 定义 射 6s, a ( 简 记 6& 或 6 ) 为 

Be Cu Y= OC i gy GY = Fs ME Ms), 
其 中 , 当 v © Me Bt my, j, = M, (U; 4 v E Me Ht HEM HE 
| MCS) levy = M,CU;(S)) 并 令 my. jg = M'E), 此 处 U; CE) = 
Sua VWE © [az l. 


ME a 


我 们 定义 理想 IGE E SFB ARH d) HYH Xt 


CENE p,a = Mk, nf CM A [| MU E 
j=1 


= Mle 4PM, Gp)", 


其 中 ,f 是 理想 7 的 指标 为 d 的 消 元 形式 ;并 定义 点 € C™ 与 集合 万 
Cy) 的 (局 部 ) 距 离 
Distv a tX $) INO lleva (€@EN{, r=1+dimxX), 
SEH, SCX) = (PEC [eos oy Xe] | POR = Od. 
上 述 定义 与 及 56EP ww(C，,) 的 坐标 的 选取 无 关 . 不 难 证 明 : | Tiley. 
=0 当 且 仅 当 Disty, «2D, $) = 0; 并 且 Dist, a (2D, = 0 AF 


EE HT. 
当 v HÆ, $, N € Pral) Ed = 1 = Q, =, 1) 时 简 记 
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244 
Dist(7, 6) = Dist，1(9，5). 对 于 6 FIN WEM HE EER CE, es Em) A 


Gigas Mad Som #0 时 ,定义 (通常 ) 距 离 


命题 8 (i) 4 & 40. p= 0, 则 
(Cm + 1)2max{1, | E |Ð] < Dist(m, 6) < (m + 1)?; 


Gi) 4 & #0, M #0, Jl) 


有 | n— 6 | 
+ 1) 2 < Dist( 9 ) 
max{1, | é |}max{1, | n|} ees 


|n- é] 
max{1, |&|, lI} 


<(m+1) 


注意 ,可 以 证 明 当 d € Nit Dist, a (0, §) =Dist,, a (6, 1) ,并 且 对 所 
有 “5 上 ,mv 及 dEN 


M, Cg, a (U(N))) 
Dist, a (É, M2 ~ M, (U) M, (U) 


<1 “4 E Aas 


< 


6.2 多 项 式 理想 的 度量 性 质 


本 节 中 设 区 为 数 域 , A = KK[xo,…, xm], d= (d1, =, d,) ENŽ. 
对 于 4 中 的 高 为 m 一 r+1 的 齐 次 理想 J.i f 是 其 指标 为 4d WU 消 元 形 
式 , 则 令 

Hta(J) = h(f), Degg = degf, 
其 中 ,degf 表示 f 的 全 次 数 . 易 见 上 二 式 与 f 的 选取 无 关 , 分 别称 为 J 的 指 
标 为 d 的 高 和 次 数 . 
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1 设 I 是 A 中 高 为 m 一 r++1 的 齐 次 纯粹 理想 ,f 是 其 指标 为 d WU 消 
元 形式 . 记 同 态 


o:Kld,J>K, 


并 且 用 同一 记号 表示 其 扩充 攻 [d,]~4, 还 用 显然 的 方式 扩充 到 Kd] CAic 
号 不 变 ). 设 对 所 有 与 工 相伴 的 素 理想 SB, oC U,) EB. HH Ark 2 Hl eC f) #0. 

引 理 1 设 IT 和 w 如 上 ,f 是 I 的 指标 为 d 的 U 消 元 形式 ( 亦 即 Ca (7) 
的 生成 元 ). 则 

Ci) degel f) < Degal; 

Gi) h(e(f)) < Hta (I) + (h(e(U,)) + 6Cd; + = + d,)log(m + 
1))Degal. 

E re LG) AR RI. MEG). SER v, 在 命题 6 中 取 PD = 
p: Kld]>K[d,, °°, d,-1], 9 = 0, 可 得 


M, (of My PI? < Ca" 4? max{1, | pC Lon De, 


其 中 , a, = 2Cm+1)( 当 vE Me) Ra, =1C$ v E Ma). 但 由 命题 5 可 
知 |oCag loatt © M,(oCU,)) ,所 以 


1 


keel >in, log M, (eC f)) 


h(e(f>) = 


SK Taree log M, (f) 


+(X ny di +++ + d,)loga, 


vEM, 


+ Sin, - max{0, log M, (o(U,))})degf), 


因为 >) ny, = (K: Q], 所 以 (ii) 得 证 .证 完 . 


ved 


引 理 2 wWl<r<m,1 Kf M5|H1,fEc,[d],e:C,ld,J-C, 
,代数 同 态 . 那么 M6 = ipa EP A UO ys 


| oCU,) C8) ley 


M, 
M,(U,(6&)) ce 


M, (eo C f)) < |M,(eCf)) + 
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CC 十 18 人 1 My CoCU,))} yef. 
(6.2.7) 
证 易 见 不 等 式 与 的 坐标 (名 ，…， 和 ) 的 选取 无 关 , 所 以 不 失 一 般 
性 ,可 设 | & [e = max | & lo = 1, 因 而 
TL MARUL m EDY G = e 22 


司 太 
WX 


w 
部 
= 


p> Cyld,]>Cy» 


使 得 Bwg Y= pluy HAME Un, 
HM = xh". 还 将 5 扩充 到 C Exo o Xm Cd]. ELAR 
E OC dd) 


全 入 


-Plum WE o BM! = M = x0, ARREST GT yy) =0. FRAT 
Ho P 7 Bl SC Lx, >» xm Ji d]. FR Pig o = &. AW 
O(U,)(§) =0, 所 以 容易 验证 p =p dC f) ER 
max(1, Pte Sees isting > leget 
<= Gm + 14 maxi], MCA 
在 命题 6 中 取 PP = ôo p, P = 0 得 到 
M,- o(f)) = M,(p' »。 6(f)) 
< M COUP) Cm Ed maxdl , My CoC, >) 987, 
(6.2.3) 
再 取 PP = 96。5，942) = ôo p, 得 到 
M,e OCF) — be o(f)) 
<| pCU,)(€§). | gy My Cf 
© (Cm + 1)84,7"*4 maxi l, M,(oCU,))} yf, (6.2.4) 
又 由 命题 5, 有 
M, (O° o(f)) < (M, (O° O(f)) + M, (Oe BCF) — be o(f))) 
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© (m + 1924, + rd Ydegf. (6.2.5) 


注意 了 上 是 纯粹 理想 ,由 命题 4 知人 关于 每 组 变量 2 是 齐 次 的 ,因此 由 
(6.2.2),(6.2.3),(6.2.4),(6.2.5) 诸 式 可 推出 所 要 证 明 的 不 等 式 (6.2.1). 
命题 9 设 7 = 及 是 4 中 素 理想 ,上 和 po 如 引 理 2. 还 设 vE MU, E 


) , 则 
OP « [tale nae ene 
-exp(13[K: Q J(Hta (RR) + (h(e(U,)) 
tidi te + d,log¢m + 1)) Degg ID). 
iE KE MA 


(Siege = MspI, ¢gy4, 
由 (6.2.1) 式 得 


M, Òg < o(f)) EETAS ley 
一 CRIE iy 
M, (eC f)) M,(U,(6&)) 
pe Cage DP ee a 
M, (e(f)) 


+ max{1, M, (oU) PEF, (6.2.6) 
在 命题 6 中 取 PP = p, P? = 0 可 得 


M, P) 
M, P) 


(maxi l, MoU Iy WE Mes 
<1 | 
Cem +1 Fe? maxil, M tU DOE DE Ms 
TJE 


h(e(f)) = 2 x{0, logM, (pC(f))} 


K maY 


iy 
es [K : megj {0, log M,(f)} + (3Cdi +*+ d,) 
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“log(m + 1) + max{0, log M, (oC U,))})deg f) 
$ 2 rer log M, (f)} 
+ max{0, log M, (eC U,))}deg f) 
< A(f) + (8(d, +++ + d,)log(m +1) + h(e(U,)))deg f, 
由 此 及 命题 7 (vi) 
M, (o(f)) > exp- [K: Q ](h(f) + Ch(eCU,)) 
+ 3(d, + +++ + d,)log(m + 1))degf)), 
从 而 


M,(f) 
一 > (m + 1)%4, +44) 1, M oU, YY ef 
M, wf) m max { p )}) 
<exp(l13[K: Q ](h(f) + Ch(o(U,)) 

+ Cd, + ++ + d,)log(m + 1))degf)). (6.2.7) 
因为 要 证 的 不 等 式 与 形式 f 的 选取 无 关 , 所 以 由 命题 7(vii), 可 认为 
hH =h(f) = Hta(®, 又 由 定义 deg f = Dega, FÆ H (6. 2.6), 
(6.2.7) 式 得 到 结论 .证 完 . 

命题 10 保持 命题 9 的 假设 和 记号 ,并 设 实数 o, HEOK], 
AS1. 如 果 


| UCSD) | oy My UO Ys min (1, A - Disty a Gry 67), 
1E FCB) 


(6.2.8) 
Ft, ZB) LEP (CO PHERMRE ,那么 


M, (oe ° e(f)) 


< eee ee (26[K : (Hta (B) 
M, GP) PBI e ara exp(26LK: Q J(Hta 


+ (h(e(U,)) + (dy + + + d,)log(m +1))Dega%)). 
为 证 明 这 个 结果 ,我们 首先 证 明 下 列 的 


引 理 3 设 F 是 一 个 域 , 叮 是 下 [xo,，…, Xm PAA m+- r 的 齐 次 
素 理想 , d E Nos f EFLd] 是 员 的 指标 为 d HU 消 元 形式 . WR 


6.2 多 项 式 理想 的 度量 性 质 


p: Fld, ] >F -AER EA 401 ESF 0(U,) EB, BAR 
eBid, ]) 的 高 为 m 一 r+2; 并 且 若 及,，…, fe 是 与 它 相伴 的 极 小 素 理 想 的 
指标 为 (di ,，…,，d,-1) 的 UU 消 元 形式 , 则 存在 1,，…, 1,EN 及 4EF 使 得 


pify =a 人 


证 设 了 是 下 的 代数 闭 包 ,对 于 po 的 任何 扩张 6 :FF [dj 一 F, 由 命 
题 2 得 
ef) = 0 Sp (Bld) 在 下 "+ 中 有 非 平 凡 零 点 
Sp (CB, U, Ddi; +, d,- DEF" 1 中 有 非 平 凡 零 点 
FETE h © (1,…, 1} 使 o (fn) = 0. 
(因为 由 命题 1, fief, ESB. oC(U,)) 的 指标 为 d 的 U 消 元 形式 ). 于 是 
超 平面 LO 与 超 平面 的 交 ,U2Z(f;) 由 中 同样 的 点 定义 ,从 而 得 知 合 
题 中 的 结论 成 立 . 证 完 . 

注 1 在 上 述 引 理 中 ,代替 pod, D, RETAK ENS 
p: FLd,-1,d,]>F ， 以 及 po( 肛 [Ld -1，ad]); 一般 地 ,考虑 同 态 
p: Fld;,-+, d,J>F ,以 及 oe Bld;, +, d, D. HEA Z MEE RI. 

命题 10 之 证 ”因为 对 到 上 所 有 绝对 值 |， |, KRPEC, Tis °°, Tm] 
有 


M,(P)< sup | PCi, +, Ea lees (6.2.9) 
CH v E€ Mo 时 ,这 是 显然 的 ; 当 v Us 时 则 等 式 成 立 ; 见 [111],p.317) ,我 
们 不 妨 设 max! é; lan =1 ,于 是 
1 MKU OIS Cm $+ I G = Ls ores FY 
BAS: SC, Edi, +, dp-1] > Cy 满 是 1B(5 wy) lay =1 
Gares r- DAER M M'E Ma . 设 5"05， dod (PFO 
Y= Bip Ota pe 9 ds, dei De P mie): 


由 命题 3 可 知 理想 SC) AY Bm ,但 由 Krull 主 理想 定理 ( 见 [97]，p.217， 
定理 22) 其 高 委 凡 ,因此 h* (30M) =m, Mm dim %=0, 于 是 VERE 
LOB) AA BFR 
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ede rama yfy= XI UME Cad] 62:10) 


(参见 注 1). 将 引 理 2 应 用 于 f= U, © C ,[d,j, 我 们 可 推出 对 所 有 
TEY 


[ pCU, CS) levy 
M,(U <6) 


| UIC lo < |My BeCU, CD) + M, cu,cm)| 


s (m + 1)9¢, max{1, My, GeCU sI) hs 
它 可 改写 为 


| .pC UY Cm ley 
M,(U,(™) 


CE EY ley 
< [Distw, a, ©, 42 名 | 


M,(U,(6)) 
= Cm +1594, max{1, Mtoc U3). 
由 此 及 (8) 式 得 知 对 所 有 y CY 


| pCU,) (CN) |o 
M,(U,(m) 


< max{Dist,,, (Mm; E) H » Disks. a Oly Je) 


= 20m + 1)°4,max{1, Mu CptU JJ) 6.21 
注意 玉宇 1 以 及 
max{Dist,, a (M, §), H(Dist,, a, (1, §))?} 
= H(Dist,, a (1, §))’max{H™! (Dist,, a (Wy E1}, 
并 且 由 (6.2.10) 式 得 知 
三 人 三 
ee 


M,@ 28s, ¢¢, 6,4 yf =A [[ M, C0, s 
new 


于 是 从 (6.2.11) 式 ,并 注意 (6.2.10) 列 含 D 1 <degf, 可 得 
new 


LP POR egaa d we PT) lea 
ca 学 = || (H< Dist, a CA, Cy 
My lE > Ss was a of I a, 


6.2 多 项 式 理想 的 度量 性 质 


~ [] Disty, a (0, $)!n © (2m + 1994, max{1, M, CoCU,))Y) us!, 


(6.2.12) 
firth, @ = (ne % Dist, a (1, O > He S11}. 
但 我 们 有 
M,(@° če, a(f)) 
[| Bist, a Cy. 二 rot el ae TA f ; 
new i Mo (6°08, ca... a a 


并 且 由 命题 6( 其 中 取 8 = 0, P = 0) 知 
M, (6° de. g(f)) <M, Cs, a (F) Cm + 1)4 Ftd dees, 
以 及 对 所 有 NE YA 
Disty, a (M, 6) < (m + 1)*4, 


(参见 命题 8 后 的 “注意 ”), 因 此 由 (6.2.9) 式 及 6 的 定义 ,从 (6.2.12) 式 推出 


M, Ög o 0(f)) < sup | ø ° bee p(f) lov 


M, (0 ° Òg, a(f)) j 
< (supM, B © 88, ca... a, o DO a a l) 
< (sup P e OE a ad D f M, (0 ° 96, dd (1)) 


‘Thee 。 II Cm + 1)449 © (2¢m + 1)9d max{1, My (eCU,))})%8F 
= sup{ M, CØ o Og, (dys rae) ee 

© (M, (Be a(f)) Cm + 14a ttd deg f ye 

e Hef 。 (Cm + 1)44,88F . (2(m + 1)94,max{1, M, (oC U,))} Ef 
< sup{ My + 88, cdma, OPI My 6s, a PO” 

(Hm + 13294, +44 max{1, M,(eCU,))}) def. (6.2513) 


1 


再 次 应 用 命题 6( 取 p = 0 Oe, cad RPS = 0), 可 得 


MiB ode ta a a (PIM, CPC 1A te oer, 


(6.2.14) 
MAWO<1- 71, 我 们 由 (6.2.13) 式 及 上 式 推出 
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M, (Se o o(f)) M,(f) | 
M,(e(f)) TM eA M, P) 


。 (H(m + 1), td) max(l, M, (pCU,))}) dr; 
最 后 ,类 似 于 命题 9 可 证 明 


M,(f) 
M, (eC f)) 


(Cm. Td paxil], My ClU 
< exp(26LK : Q J(Atg(B) + Ch(oCU,)) + (dy ++ + d,) 
e log(m + 1))Dega (%))), 
于 是 由 上 两 式 得 到 和 欲 证 的 不 等 式 . 证 完 . 
注 2 由 (6.2.14) 式 得 知 对 于 高 为 加 -rr+l 的 齐 次 素 理想 肌 CA4 = 
KL xo. ts Xm ARGH 
有 
现在 证 明 下 列 不 等 式 : 当 d, << dy, e, d,- 时 
MP) M, Se, Ca td Cf e e e, 
(6.2.15) 
RAITH E 的 坐标 "规范 化 " 即 设 max | i lo = 1( 这 不 影响 
js a a )), 且 为 确定 计 设 | & ley = 1. 考虑 同 态 
DEGC Ldu dalla 


其 定义 是 ; 5(sg gp) = a/m, “uy 一 Um, = up CU, LEIME 
G =1, =, r-1),H MM’ E Ma» mo = xo4i 4+; 并 约定 当 mo 二 
时 W/m, = 0. 于 是 

6° Ög, (dma, hy) 


U; (5) 
Ch CE CE 7 


= Hing a ly oe BH Dy 


MT O e Òe, cu ,… a oP = f (参见 命题 4 后 的 “注意 ”). 
对 于 所 有 满足 | Cus) lo = 1G = 1,…, r ME My) 的 同 态 


6.2 多 项 式 理想 的 度量 性 质 
Pp:CvLdj 一 C ,, 由 命题 6( 取 8 = po。6 及 9% = 0) 可 知 
lp len = | pp 08, aoe PD lew 
ARO ETARA OR Lee ee 
© (| 0CU,($)) levy ET, 
由 此 可 推出 
M CM, CU, CEEI = M,C + U, CEF) 
MY erd CPI Come DEA PO, er, 


由 命题 5 知 M,(U,(6)) 1, 所 以 由 上 式 立 得 (6.2.15) 式 . 
2 我 们 考虑 理想 


J = (ê, Piee pads 


其 中 ,8 是 A = K [ xo; si Ama 中 高 为 m—k 的 齐 次 素 理 想 , pis sa 


PsE 4 是 次 数 分 别 为 drl，…，dr+s 的 齐 次 多 项 式 . 我 们 令 


H = maxh(p;), D = max deg pj- 


i<j<s 1<j<s 


命题 11 Bk+l>r, PERI AMR) AM) AB Hi 
mm 一 r+1. 还 设 d = (di eS ae d,)EN); I = Geis haii aps D, TERN g DE 


No). 那么 
Ata CR) HtjCe). + Ce =F #1) + Ody + 9 + dy 
+ (k = r+1)D)log(m + 1))Deg)é; 
Degg E < Deg) ©. 
证 ”我们 递 推 地 构造 素 理想 链 
E= W CP E e C Berr = Bs 


其 中 ,Pj 的 高 为 n gä k A Js 并 且 满 足 条 件 (c;) 


Ht, (RB) < Hi Æj) + CH + 6Cdy tee + dp tkt =j 42) D) 


。 log(m + 1))Degr ， CRI 


Deg; CPES Deg: ， (Brads 
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RP d os Dee Dy 3) DENG Repay = 2, ES 
(1, sk —r+1}, BEB MAA m-k+j-l<om-r+1,m#BE 
mA mr +1 的 与 7 相伴 的 极 小 素 理 想 ,那么 ISB A Bb ee 
多 项 式 pi 不 属于 B-1.2 LAS eo: KCDI—K i PC ORR 
xP 8p, BH, xy EBj-1, TE (0, mh ES EB. MR 1-1 
的 U 消 元 形式 ,由 引 理 3 可 推出 对 于 任何 高 为 m 一 k+j 的 与 (Bj-1， 
Pi) 一 Pp《 宙 -1LDj) 相 伴 的 极 小 素 理想 ,其 所 有 指标 为 1; 的 U 消 元 形式 均 
整除 pC 让 .从 这 些 高 为 m 一 k+j 且 含有 困 的 素 理想 中 选取 种; ,那么 由 引 
理 1 及 命题 7 可知 相应 条 件 (cj) 被 满足 .于 是 条 件 (cj;) 中 的 不 等 式 对 j = 
l, =, k= r +1 成 立 , 从 而 易 得 所 要 的 不 等 式 .证 完 . 

3° 建立 量 Dist,, (X, §) 与 min Dist,, a (M, $) 间 的 关系 式 . 

命题 12 k PCA = 区 [xo,，…, xmj 是 高 为 m 一 r+1 的 齐 次 素 理想 ， 
X= 条) CPn(C,)( 即 名 在 Pw (C ,) 中 的 零点 的 集合 ) ,d CN’ PEA 
件 di 委 dz，…， di .还 设 5EP (CC ,). 那 么 至 少 存在 一 个 点 NE 总 适合 


Distr a (9, 6) < Dist,, a (Xr 6) UDB Pm p Jra, 


证 如 命题 10 证 明 开始 所 指出 ,我 们 可 以 选取 同 态 T: EC ,[ ds, …， 
di] =C RMF MAM! 全 人 二 国人 和 gy) ley <1, 
并 且 满 足 

M,(r(f)) > My Os, ca... af (6.2.16) 
(因而 rf) #0), t= To Oe a aoo fe BMW d 的 U 消 
元 形式 .容易 验证 +(f) E ei (c(Bld2, = d, DDD. 应 用 引 理 3( 及 注 DA 
ÆC ,Ldij 中 
nf) Sa II rie (6.2.17) 
其 中 EC ys fists fn EC Eixos …，xm] 是 高 为 m-r+l+(Cr -1) = 
m 的 与 理想 r( 蝇 [ds，…，dr]) 相 伴 的 极 小 素 理想 的 指标 为 di 的 U 消 元 
形式 .因为 (CU;(6)) = 0(i = 2, =, r), 所 以 反复 应 用 引 理 2( 应 用 + 一 1 
次 ) 可 得 


M, Sg o Tf)) < M,CBelf)) Cm + 1974, ttd, Dee, R , 


6.2 多 项 式 理想 的 度量 性 质 
由 此 及 (6.2.15),(6.2.16) 式 可 得 


Mtdes A _ M, (e(f)) 


(m + 1)9rd, + +d, )Deg, $ 
Miri P) ~ Mtf) 


< Elen le Lee (0. 2 18) 


H (6.2.17) s0 Hy Al 


Moge zf _ TI M, Selfn)) 
M,(rt(f)) h=1 M, (fn? 


因此 由 (6.2.18) 式 知 存在 某 个 AE (1, oe, tHE 


M (6s(fn)) 


ae S | B| a8 Om + 1)13rCd+…+rd)。 (6.2.19) 
v h 


因为 fn 是 某 个 高 为 m 的 C ,Lxo，…，xm J 中 的 素 理想 的 指标 为 di 的 U 
消 元 形式 ,这 个 素 理 想 在 P mC ,) 中 的 零点 簇 维 数 为 零 ,是 X 中 某 个 点 1. 
注意 (6.2.19) 式 左边 按 定义 等 于 Dist,, a M, 《6 ) ,于 是 命题 得 证 . 

注 3 可 以 证 明 : 在 命题 12 的 假设 和 记号 下 ,相反 的 不 等 式 成 立 , 即 对 
所 有 TEX 


Dist,, a (X, §) <Dist,, a (M, Sdexp(e(m, $, 1) 
“drt td Deg BIs 


其 中 ,cCm, §, 人 是 一 个 正常 数 . 
4 现在 研究 齐 次 素 理想 的 基本 量 间 的 关系 . 
设 第 为 A4 = 区 [Lxo,"…，xmj 中 的 齐 次 素 理想 ,其 高 为 m 一 + +1， 
d E€ N". 我 们 可 将 BAAR Hta (PB), Dega, || Pile, v, a 及 Dist,, a 
看 作 d 的 函数 . 当 d = C, =, 1) 时 ,我 们 将 略 去 这 些 记 号 中 的 下 标 d. 
命题 13 理想 PUER, 
(i) Degg B = did, + (> F 


H ta (%®) 


GD Ht CB) - log(m + 1) Deg B<—— <1 (B) + login +1) 
EFI 


| Deg %; 


e Deg $. 
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证 (i) 由 命题 4 知 Ca OB) = (有 ) 是 主 理想 ,f 是 其 生成 元 , 亦 即 指标 为 
d 的 U 消 元 形式 .从 本 章 附录 的 注 6 知 了 的 全 次 数 degf = > deg, f = 


a* (®) ST] as = aio di…d, (>) AE et ae eee 
d: 


jet Zi j=l 7 


时 , Deg B® = Dega, ... wR = d* OB D1 = rd* (B®), MW d* (P = 


1 
1 A 1 
Dega (V) = degf = did, » Ta q Dep: 
r j=l dj 
Gi) Be f Alg 分 别 是 BWA d = Cdi, +, d,) Re=(dy,°", 
d,-1, DW U 消 元 形式 .类 似 于 命题 10 的 证 明 , 设 |。|, 是 区 上 一 个 绝对 
A i IA | CUP) lon = 104 
LO (Bldi. +5 daD EP m(C,) 的 有 限 子 集 , 并 且 由 引 理 3 及 注 1 可 
知 存在 正 整数 In A ky ney), UR à, HEC ,满足 
Sy = Qa ki = dyed, -1d * <B) (6.2.20) 


new 


(参见 本 章 附录 5 的 注 6) ,并 且 使 


=a UD gen | [Lm 6.2.21) 
ney ney 
(对 于 每 个 Me Y HT RGR A, py 固定 其 一 组 投影 坐标 ). 定义 同 态 o : 
Kd, J>K(11W e(U,) = L? ,那么 由 命题 2 可 以 验证 p(f) = ogh ,其 
中 ,40 © 区 (与 5 AXR). 于 是 我 们 可 算出 


X [E pe dt = 6 «af = Ay CY 
new 


pe, Itt, M) iEn, 


因此 A/p4 = ào € 区 ,并 且 In = kn (对 所 有 NED. 
wv FN ,那么 易 证 对 所 有 N= (ps > Im) EY 


M,(U,(™) = max | i |é = My(L,(m)4, 
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FÆ M, OA) =| Ao |M, (0(g))* , 并且 由 (6.2.9) 式 ( 当 v E Mo 时 它 
是 等 式 ) 得 到 
人 
Mie ve Mo. HM, 的 定义 及 命题 5( 并 参见 本 章 附录 5 的 注 9) ,对 
RE N= (ps Im) EY 


d 
M, (U, (M) <(m + 1)4( max | qi lo)” 


<m +1)M, (L, M4, 
以 及 


d 
MUD (max | p lew) Se Cm + ML ODD. 


0<i<m 


由 此 及 (6.2.20), (6.2.21) 式 ,并 注意 ls = kn, WE 


[| Gm + Da, [[ ML, M) < [[ M, U ap) 
nev new 


new 


= [| teers? [| Mit ED 


ney new 
或 即 


M, (5(f)) 


有 EA 
0 v 


<m +1), M, (CDC8))4 
注意 6 定义 ,由 此 可 得 对 所 有 vE M 有 


M, fP) 
| ào Le 


(m +1) B® My eg)i < <(m +1444 OM, Cf). 


注意 Din vlog | 0 |, = [K: Q]h o) = 0, hC) 的 定义 得 
d,h(g) — dy--d,log(m+1)+d* (B) <ACf) 
<d,h(g) + di-d,log(m + 1)+d* (QB). 


它 可 改写 为 
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At.) Hta(® 
So login ld (RY a 
dieedi DEN B died, 
H te (H) 
有 + log¢m +1)+d* (H). 
died 
类 似 地 ,我 们 有 
H t% H t 
———— - log(m +1)» d* (B) < ——__ 
did, OES B dy-d,-4 
H t Ep) 
eo aa ata, 
died, 


RP pe = Cdi erdei Def = C disa da s 195 等 等 ,最 终 得 


H ta (H) 


HW -= rloglm: +1)+d*(Q< 
died, 
= Ht BY + rlogtm + 1) < d * (B). 


在 (iD 中 我 们 已 证 Deg% = rd* (H, 于 是 (ii) 得 证 . 
引 理 4 ve M, 56, TEPn(C,),dEN. 则 当 vE€ AM, 时 ， 


Oem + 199" F © Dist, Ch, 6) < Dist,, oC, 6) 
(Cm 19924) Dist Cm, E); 
“4 v ¢ A. 时 ， 
Dist, gts 6) = Dist C, 6 Je 
证 iS = Cyn Enda = Ce =) Wd. A 
IG, toy = max |S ley = 1, 1, loo = max | lon = 1 
那么 对 于 所 有 eEN , 当 vem. It 
(m + 1)? max Am, w < Dist,, (1, §) 
< (m + 1)?’ max Am, w; (6.2.22) 
而 当 v Me 时 


Distu e Cls 6) = max Age. wo (6.2.23) 


6.2 多 项 式 理想 的 度量 性 质 


其 中 
Am, m =| MCS) MD -MM M'E) los 
A mx RAPA MAM! E Ma. 我 们 还 记 é, = > a, = 20m +1) (4 
vE Mn) R Ey =a, =1(§ vem). 
4 4 
M= [Pxi M" = [[ x; Ma 中 两 个 不 同 的 单项 式 ,那么 易 
验证 
MMD = TPE, 7), 一 
由 此 可 推出 
Am, w <éy*" max Ay, x,- 
将 此 式 与 (6.2.22)，(6.2.23) 式 (分 别 取 e = d Re = 1) 结合 , 即 得 
和 (6.2.24) 
BS Axx, = max Ax,, x,， 考虑 下 列 三 种 情形 : 


O) Ar x SOAs, x, MM = r RM! = xjxf RANG 


aX ee GG Nets E 


o-2d 
Am, M = Ar ， Gi é, A n EES 
Cit). Aena eA, 2. AE | Gm, a m EN = 
xix RM = xf HEI S, lon Sey Rly, lo = 1, RNG 


d-1 a2a+1 
Am, w =! 与 %j, lew Bay oe, ee y a 3 


Gii) 设 Ax, Nat = Ep Ai， xi : 并 且 | gj, Ni, lo < ae. 取 M 5 xi 
RM’ = xf, WAL x SE," RIE 
Am, m > Ey > An, 


将 此 三 种 情形 中 的 结果 与 关系 式 (6.2.22)，(6.2.23)( 其 中 分 别 取 
e =d 及 e=1) 结 合 ,可 得 反 向 不 等 式 


Dista 二 (6.2.25) 
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由 (6.2.24), (6.2.25) 式 即 得 所 要 的 结论 .证 完 . 
命题 14 BCA = Kix, s em 是 高 为 m 的 齐 次 素 理 想 ， 
dEN, VE AMBEEP, (Cy). MA v E Ma 时 ， 


| lle, wee + 1-84 DoD ee 1G Ne. ee a 
| Ble, Cake ADR, 
m v ¢ Mo 时 ， 
LBi esa = Ble v 
证 注意 对 所 有 e CNA 


Sele, age =o VY) Dist seme (6.2.26) 

NE FOB) 
FE, ZOB) ers BEA PEP mn (Cy) PEM WEA HICH SAW Deg BK 
系 式 (6.2.26) 可 用 类 似 本 章 附 录 5 中 命题 4 的 证 法 证 明 ) ,于 是 应 用 引 理 4 


得 本 命题 .证 完 . 
易 得 本 命题 .证 完 


6.3 Philippon 代数 无 关 性 判别 法 则 


我 们 首先 叙述 这 个 判别 法 则 ,并 证 明 它 的 一 些 推 论 . 

定理 1(Philippon 代数 无 关 性 判别 法 则 [03) ” 设 区 是 一 个 数 域 ， 
| .|, 是 区 上 的 一 个 绝对 值 ,00 = (01，…，9%m)EC”. 设 存在 区 K[xi,…， 
xmj 中 的 素 理 想 《6, 其 高 为 m 一 k( 此 处 0 三 k 达 m) ,使 对 所 有 多 项 式 PE é 
有 PCO，…，0m)=0. 还 设 c, 0, RRS 是 定义 在 N 上 的 函数 ,具有 下 列 

O 它们 都 是 增 函 数 , 并 且 当 NEN 充分 大 时 其 值 均 宇 1; 

Gi) RR r = o+ —+ O(N —+ œ); 

Gii 函数 S/( cok ) NEN 的 增 函 数 ， 

Civ) 对 所 有 充分 大 的 NEN 
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SCN)**2 > Cr(N + 1AN + IESNI E 4 RCN + DATI); 
(6.3.1) 


其 中 , C= Com, [K: Q], 69 宇 1 是 一 个 常数 .那么 不 可 能 存在 K[xi,… 
Xmj 中 的 理想 序列 {TN) Nw 具有 下 列 性 质 : 

O 对 所 有 N 宇 No ,理想 Iy 在 C” 中 以 98, 为 中 心 ,exp( 一 RCN)) 为 
半径 的 闭 球 B(0。, exp( 一 RCN))) 中 只 有 有 限 多 个 零点 ，; 

Gi) 理想 In (NSN) Hew OOM, =, OM. ER 其 中 ， 
degQi"” <d(N), OP <o(N), HO” 满足 不 等 式 


Oe max {| SN 


1<i<n(N) 


(6.31.2) 


注 1 (i) 注意 上 = dimé = trdeggK [xis “+5 Xm 1/€ = trdegx K 
《01，…，09m)( 见 [138] 第 二 卷 ,p.90 Æ 170—171); 

Gi) 定理 中 用 max{SCN-1), RON) R RCN), 用 [6CN)]+1 代替 
O(N), C/2**1 ARE C, 则 对 所 有 NENE SN) < RN +1), 因而 
R(N) > » (N>) IRAN) EN; 

GID 不 失 一 般 性 ,我 们 还 可 设 || 6 | = max{| 9; |o} <1. 实际 
上 ,如 果 | 2 lo > 1, WARMI ER OM Ci=1,…,n(N)) 作 变换 


1 
PO a | a XQ °° 5 Xm | 
x] 


Ff ALF ea 2RN) RON) Ciba RCN) + © (N>o)), J C/2k*! 
1 

代替 C ,适当 改变 No AS Ze BE MR BEAL C> 02 ， Soe 0 m) QA. ,而 此 时 
1 


1 


0 <1. 可 以 对 所 有 适合 | 0; los 过 1 的 大 实施 同样 的 变换 . 


(v) 

注 2 为 了 应 用 这 个 定理 求 出 0i, s Om CHE Q 上) 的 超越 次 数 ,通常 
的 做 法 是 : 假定 这 个 超越 次 数 较 小 , 亦 即 上 较 小 ,然后 应 用 解析 方法 构造 出 
满足 定理 所 有 条 件 的 理想 序列 ,从 而 得 到 矛盾 ,于 是 得 到 超越 次 数 的 较 大 的 
FR. 

现在 给 出 定理 1 的 一 些 推论 . 


262 第 6 章 Gelfond 超越 性 判别 法 则 的 多 变量 推广 


推论 1(Gelfond 超越 性 判别 法 则 ) 设 9€C,rt 和 6 是 定义 在 N 上 的 
取 正 整数 值 的 递增 函数 ,并 且 当 N 一 % 时 趋 于 无 穷 . 还 设 C1 是 充分 大 的 与 
0, T+，6 无 关 的 正 数 .那么 不 存在 ZLxj 中 的 多 项 式 序列 {Py})wen，, 使 得 对 
所 有 NEN 有 tCPN) = degPy + logH(Py) < (N), deg Pw SN) 
以 及 
<| Py(0) |= expl Cyc CN + DCN FIN. 


注 3 Gelfond 超越 性 判别 法 则 的 这 种 表述 形式 可 见 , 例 如 ,文献 [10]. 
易 见 它 与 《超越 数 引 论 ) 第 四 章 定理 1 中 的 叙述 形式 是 等 价 的 . 

证 取 区 = Q@,|.:|, 是 平常 的 绝对 值 , m =1.$§0EC, €= (0)( 即 

= 1). 我 们 还 对 所 有 NEN RON) = 1, SCN) = Cirt(N+1)6(N+ 

1) ,此 处 Cy > CA, 1, (0)). 定理 1 断言 不 存在 理想 序列 CTw enw A 
Fy 三 XPN)5 1 tCPy) = TON), deg Py < O(N) RO<| Py |< 
exp(— Cyt(N + 1)0(N + 1)), 这 正 是 推论 1 中 的 结论 .证 完 . 

推论 2CChudnovsky[24 及 Reyssat[l10) 设 点 Oy = (Oi, =, Om) E 
C”, 7 三 27m 是 一 个 实数 ,ai 和 as 是 两 个 给 定 实数 满足 不 等 式 


it 
2 BE 


那么 不 存在 ZL x1. 5 xm 中 的 多 项 式 序列 {Pw)w>N 使 对 所 有 NS N 
有 CPIS N 及 
expl- NOJ L| Pylle 1, Om | expt- NT). 
证 取 开 =@，|.|，, 为 平常 绝对 值 ,E= (Ck = m). 对 所 有 NEN 
& TNI = 2N, SCN) = NO? RB RCNY =3NTS. | Py (Oo) | RRS 
件 保 证 了 理想 Ty = (Py) TERR B(0,, exp R(N)))CC PRERA. 
K o, 0, RKS 所 满足 的 关系 式 归 结 为 不 等 式 


1 
Ona n= 人 =A etaz m— 1). 
m+] 


1 
Hoy ye m+l1,0<a< (2 area -jaz， 所 以 它们 成 立 , 于 是 推论 得 证 . 


注 4 Y.V.Nesterenkol69] 证 明了 下 述 结 果 , 它 比 推论 2 稍 一 般 些 : 设 


6.3 Philippon 代数 无 关 性 判别 法 则 


Ois ees OEC, SH1, (N), MW (NDR we (NE NEN HEH HR, 
limu(N) = + œ, #H 


BUN + 1) CN AN + 1): aun), 


其 中 , a 宇 1 是 一 个 常数 .还 设 7 二 1, 存在 ZLxi,，…, xs JS By 
(Ry tun, 满足 t(Ry) <UN) & 


— UIN) Il N) < log | Ry (0), s 9.) |<— BON) u CN). 


那么 存在 一 个 足够 大 的 常数 Xo > OCM 0i 7Y, a 有 关 ) 具有 下 列 性 质 : 车 
XF N >N E 


tw (N)? = Yoa CN), 


WU Oy, 5 Os 中 至 少 有 1 + [loge] FARCE Q 上 ) 代 数 无 关 . 

设 命题 结论 不 真 ,不 妨 设 OL. os Om 是 (在 Q 上) 代数 无 关 的 最 大 数 
组 , ms, Y>2”. 那么 存在 ZLxi,，…, Xm SPM ARR On} nen 
适合 OKAN E 


HENI ur (N) < log | On (O15 “5 Om) | 
<- ¥3u(N)"u2(N). 


Nesterenkol® VE 8] bt Ac ATW — Yue CN)”, tee y; > 0 是 常数 ,从 
而 易 得 矛盾 . 

如 果 在 上 述 Rene (CN) = max{(ACN - 1), yy(N)) (RPE RON) ,还 
BE py CN)» pe CN) 都 是 增 函 数 , 那 么 可 以 验证 它 也 是 定理 1 的 一 个 推论 . 

推论 ee 设 00 = (Ois Ar Om) E C, Cz = 
Cz(m) >0 是 一 个 充分 大 的 常数 ,那么 不 可 能 存在 马 Lxo,，…，xm] 中 齐 次 
理想 序列 {Twjw>w，Tw = PIS > e Pien) CIE P m (ORFA 
簇 维 数 为 0, 并 且 对 所 有 NSN i=l, =, n(N), (PSN 以 及 


0 max | POC, Oiss On) | expt= CN", 


l<i<n(N) 


证 取 区 = Q@，|，|, 为 平常 绝对 值 ,8 = OFE k = m). 对 所 有 
NENS TN] = 2N ROUND = 1, SCN) = CoCN 4+ 1)™**, Bt, Cy > 
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2"*1CCm，1，(0)). 推论 中 的 假设 条 件 保证 了 当 N > No 时 由 PYA, 
Xo tty Xm ICE = 1, =, n(ND) ÆR Q Cxi …， xm] 中 的 理想 Tw 在 球 
B(Cb,e 1) CC”" 中 只 有 有 限 多 个 零点 ,因而 由 定理 1 知 推论 成 立 . 

推论 4(M. Waldschmidt #I Y.C. Zhul??]) 设 (01,…, Om) EC”, 
7 宇 2” 是 给 定 实 数 ,C3 = Cam) 之 0 是 一 个 足够 大 的 常数 ,那么 不 可 能 存 
在 名 [xi1,，…，xmj 中 多 项 式 组 的 序列 {(P1”，…，PMN))}w>N, 具 有 下 列 
性 质 : 对 所 有 NS No 及 所 有 i = 1,…, nN), (P) <N, 并且 对 所 
有 适合 


max | z; — 0; |< exp(— 3C3N7) 
的 点 (z1，…:， zm)ECm 有 


人 


1<i<n(N) 


个 结果 被 改进 为 下 述 的 
= 5(P.Philippon I) P0 = (0), EC 
Cy = C4(m) > 0 ERKKA BAB A BT EAE Z Exi os Xm JY 
理想 序列 In fnan o In = OPPs e Pa EER BO, 
exp(- 3C,N")) CC” 中 零点 的 集合 是 有 限 集 , 并 且 对 所 有 NN > No 及 所 
有 i=1,…;n(N) 有 PW) 必 N 及 


0< max | PIO COs 5 Om) |S expt- ON), 


E RK, lale REMECK = mA NENA CON) = 2N, 
SCN) = CaN +137, RON) =3C,N,308,Cy > @**) + 6841) CN， 
1, (0)). 于 是 容易 验证 定理 1 的 诸 条 件 在 此 被 满足 ,从 而 推论 得 证 . 

定理 1 之 证 eM 数 域 K 的 一 个 绝对 值 | |, 及 点 9 = 
C1, Djs ss Oy) E Pal ) ,其 中 ,9 = (Ol, +, Om) 如 定理 所 述 . 显然 
RUA KS Cys E E e Distv a Coy ey l Naa ge 
| ley ke M, 中 有 时 省 略 下 标 9 和 v. 还 设 

M= a s hm) E P m Cr m EO 


如 在 命题 8 中 那样 ,定义 | |= max | M/T |. 如 果 P EC Exi 
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Xml 则 记 相 应 的 齐 次 多 项 式 
"PC x5 5 op Ama = gaer é P(=, eri; zm) eg Mie oer cee, Rel 
Xo Xo 
Te T OC lre ea On OM RK Cira iaaa ORR 
C [xo,…,， xm]( 或 区 [xo,…， xm]) 中 由 多 项 式 *P 生成 的 理想 ,其 中 ,P 
遍历 T 中 所 有 的 多 项 式 .另外 ,由 注 1, 我 们 在 定理 1 中 还 可 设 
10| 过 1，S(N) 之 RC(N+1) 及 6(N) EN( 对 所 有 NEN). 
(6.3.3) 
我 们 用 反 证 法 证 明定 理 .假设 存在 区 [xi,，…，xmj] 中 的 理想 序列 
(In tne, 有 具有 定理 结论 中 的 性 质 (D 和 (ii( 称 此 为 “辅助 假设 ” .由 此 证 明 
存在 无 穷 多 个 NSN, 使 理想 *Iw EP ACC ,) 中 有 零点 0, 亦 即 
OP Oi, 0, On = 0 (i = 1,…，m(N)), 于 是 得 到 矛盾 . 
对 于 所 有 7 € {1,…,，m) 我 们 考虑 下 述 
断 语 (4,) 存在 整数 N, > No RA = 区 [xo,…, Xm] PRON mt+1—- 
r > m+1-r 的 齐 次 素 理想 序列 (Py, r) n>n ,满足 
Cayir "CC By, pl Byes 
(CN 
ee AO ADE cp 0CN)* 5 


COn,r Il By, lle, , <exp|- (Ata, , (By, >) 


+ t(N)Dega, , Pn, 1)) 


S(N) = 
ae 

其 中 , dy, = (O(N), = ANDEN", cy = ci(m; OFS>1BKLH m 
Ail & AKR HI EKR HI FF R. 

引 理 5 在 定理 1 的 假设 下 , 断 语 (Ak+1) 成 立 . 

证 取 NaN” HEIRE N > Npr RB, ki =" 6 AW 
Ors ts 9m) 是 8 在 C%” 中 的 零点 ,我 们 有 I Byer la, | = 0 (对 所 有 
N > Nges Ai AGH CON, ct 有 成立; 对 于 所 有 N >Nei # 
At By, k+1) 及 DegCBy, aD 仅 与 m 及 《6 有 关 , 所 以 由 命题 13 可 推出 不 
EAC) y, k+1. Bb ÆR By, k+2 =" E, M) Cady, ceo 显然 成 立 . 于 是 引 
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理 得 证 . 

现在 归纳 地 证 明 下 列 的 

引 理 6 在 定理 1 的 假设 下 , 断 语 (A1) 成 立 . 

证 AW (Aga) 成 立 ; 所 以 上 只 需 对 r+ = k+1, =, 2 H(A) 推出 
《到 六 Bik re fk +1, ~~. 2} BCA) Ro. SN S NA 
Xw,r SEPN, D CP mCC,). 由 命题 12 及 不 等 式 (c)w, ;可 推 得 对 所 有 
NEN,4 


SCN) mH 
Rn Osten th ra exp (cz a | 
Hta. , ¢ a) 
: eas ee i (6.3.4) 
Deg a Py, r 
S(N +1) 


其 中 , co > OMY m 有 关 . 由 (6.3.1) 式 可 得 SCN)A+1 。 


r(CN+1I)GCON+IDE ~ 


CRON + 1)*+1, 于 是 由 (6.3.3) 式 知 ae, o(N>o), 因而 NN 
r(N)OCN)K 


充分 大 时 


SCN) 
rN)OCN)E 


其 中 ,C 为 一 个 足够 大 的 常数 ,因此 


min Distan (M, 0) < (3Cm + 1))-128CN) | 
NEX Ny 


C > (ez + 12log(3 (m + 1)))*+D/r, 


BES = ses Em) E Xy, ;达到 这 个 最 小 值 ,那么 因为 Ol <1, 所 以 
可 由 引 理 4 及 命题 8Ci) 推 出 名 关 0; 并 且 由 引 理 4 及 命题 BC) 推出 


| č- 0 |< Tmaxt{1, RA (6.3.5) 


(不 然 将 有 Distan) (6, OS (20m +1)) N), ERKAM E 4 及 命题 8 
(ii) 最 终 得 


min | 1-6 |<] §- 6|<Distay) (5，0) 


e (20m + 1))®%) max{1, | € |}. 


6.3 Philippon 代数 无 关 性 判别 法 则 


WEGDRA -0L ZA+I ED, MAEIKE- 0+] 0| 
1 E ee eee 
a ae ka Wi oe 另外 还 要 注意 5 的 定义 ， 


我 们 从 上 式 及 (6.3.4) 式 得 到 


i 0 | 起 /a (3(m +1)) +e aue á 
e i EES C2 | TCNIOCNYE 

Hta,. By, -))] 

aera 4 
Dega j By, r f 

因为 (N) > (N> ©), 所 以 由 上 式 得 
cain | $= OS ON ed, (6.3.6) 
ME AS ie 


于 是 存在 整数 N= 22 N53 使 当 N 2 N;,-1 时 
exp(— R(No)) > min 1090 一 0|. 
对 于 每 个 N 宇和 N,_1, 我 们 定义 M = MON) ( 它 宇 No WAS N 有 关 ) 
为 满足 M <N mH exp(- R(M)) > min { |n- O||} 的 最 大 整数 ,于 是 
或 者 M = N, 4# M< N, 而 且 满 足 


exp(— R(M + 1)) < min | n-0|<exp(- R(M)). (6.3.7) 
n€ Nor 


现在 区 分 M 的 两 种 情况 构造 理想 Rw, ,-1. 在 此 两 种 情况 中 ,车 By, 1 ) 三 
m 一 了 二 2; 则 令 By, 1-1 = By, ACD, 4-1 RCO, rr 可 由 条 件 
(by, RCON. BEID. RIA K Bu, D S mortl m, pR 
dimXy,, = 一 1 之 0, 由 此 及 (6.3.7) 式 右 半 可 知 Xy, NBO, exp 
(一 RCM))) 是 无 限 集 .而 “辅助 假设 ”表明 ZC) N BO, exp R(M))) 
是 有 限 集 , 于 是 Xn. r SL) ,从 而 存在 In 的 一 个 生成 元 , 记 为 Qi”， 
E O EBy, Bex; E By, ro REX ALdy, --1 AAS 
o: ALdy,,]—> Aldy, --1] 


为 pCU,) = xj N-i, AOM ,并 设 By, ;的 指标 为 4n, ,的 UU 消 
元 形式 .考虑 形式 p(f) © 区 [dw, ,1j]; 因 为 eC(U,) E By, r» MARII 3 
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gery = ay [i fs (6.3.8) 
h=1 
其 中 ,所 ,，…, fi 是 与 p(Bw, ,[6CN)J) 相 伴 的 高 为 m 一 ++2 的 极 小 素 理想 
的 指标 为 dw, ,-1 的 品 消 元 形式 . 由 引 理 1, 并 结合 命题 7 的 (ii) 和 (v) 以 及 
假设 (Cb)w, r HERROU, D = 有 (4QO60)= 有 (QO) 之 tN) 及 ci E 
够 大 ,可 知 对 h=1, Deer tH 
h( fn) <S hf) + (rlog(m +1) + 1) r(N deg f 

RON， (6.3.9) 
deg fyr < deg f <= ¢,0(N)*. (6.3 10) 

下 面 对 上 述 M WERE IE fet ME °C f))/M ODER. 
情形 1. 设 M = N. 依 命题 9 及 “辅助 假设 ”( 即 (6.3.2) 式 ) 并 注意 o HY 

定义 ,我们 有 
MÒ © o(f)) 


Cs F + @ SON) ) CHEF) 
MELD) X(N Buse lay, +e dexples (nC 


+ t(N)degf)}, (643: L1) 


其 中 ,cs( 及 后 文 ci) 是 至 多 与 m RIK : Q@ J 有 关 的 正常 数 . 
由 定理 的 假设 条 件 , 当 C( 作 为 cis cs Al m 的 函数 ) 充 分 大 ,由 
(6.3.1) 式 可 推出 


(r=1)7 ck +1) 


S(N) 
SCN) > (2) +5 + logon DD 
| rCN)SCNJX eee 


e 2c"? rCN)O(N)E + log? font Cm PUSE 


以 及 
r/Ck+1) 
| SCN) ) 
tT(N)OCN)K 
(Cr—1)/(k+1) 


>d E) E S ET 
tT(N)O(N)* J 
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由 此 及 估 值 (b)w, KCN, r ERM 1, 我 们 从 (6.3.11) 式 得 


r= CkK+1) 


SCN) ) 


MŠ © 0(f)) | | 
a a i De DY eS 
© f PUTNA 


M(o(f)) 


e (1 + 3rlog(m + D} 


Cr=D/ CRD 
S(N) | 
< exp, — (h(p(f)) + rCN)degpo E] 5 
p es BoP \opacnye | 
(6.3.12) 


情形 2. 设 M 二 N. 由 (6.3.7) 式 左 半 及 (6.3.6) 式 (注意 的 定义 及 


lé I< ,我 们 有 
exp(— R(M+1))< min |n- 90 | 
NEX,., 


A RO min Distan) (7, 9), 
ne Ner 
由 此 及 (6.3.5) 式 可 得 
exp(- R(M+1)) sS min Dists,y) (7, 0)1/2. 
NE xX; 
由 同 态 o 的 定义 及 “辅助 假设 "( 即 定理 叙述 中 的 不 等 式 (6.3.2)) ,并 应 用 上 
式 ,我 们 得 


| eCU,) (8) | 
es a < min id; DistscN) (1, 0)2) ， (6-34 13) 
id € N. r 


其 中 ,已 令 8= S(M)/(2R(M +1)) >0, 是 由 (6.3.3) 式 可 知 B< 1. 
由 命题 10 及 不 等 式 (c)w,, ,我 们 得 


MŠ «0(f)) 
Re = Ch rN dee f) 
MCP) exp! aed egf 


r/Ck+1) 
月 SCN) ) S(M) -oj 
2 \rzCN)SCN) RMD "T 


SDa = 
但 -SE 单调 上 升 而 M < N, RTA 
Ti 
1/(k+1) 1/(k+1) 
| SCN) ) S(M) >| SECME ) 
c(N)OCN)* R(M+1)~ \R(M + 1)**!cCM)dCM)é 


> C1 k+) 7 
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其 中 ,C( 仅 与 m,[K : Q@ ] 有 关 ) 充 分 大 ,于 是 由 此 及 引 理 1, 我 们 从 前 式 推出 


MŠ 。p(f)) 
M(oCf)) 
S(N) ee a 
< exp, — (h(o(f)) + cr(N) deg p( (S| >. 
P d eet 7(N)OCN)* | 
(6.3.14) 


于 是 对 于 两 种 情形 我 们 都 得 到 同样 的 估计 (6.3.12) 和 (6.3.14). 

应 用 (6.3.8) 式 ,可 知 存在 一 个 与 p(n, ,[6CN)]) 相 伴 的 高 为 m 一 + 
2 的 极 小 素 理 想 ,我 们 将 它 定义 为 By, ;-1, 其 指标 为 dy, ;的 U 消 元 形式 
为 fn(hE{l,…, 1)), 它 满足 与 (6.3.12) (或 (6.3.14)) 同 形 的 不 等 式 , 即 


(ert = oe 
S(N) ia 
< opi- hut raeg fo |S] ib 
(653: 15) 


( 若 这 种 fa 不 存在 , 则 由 (6.3.8) 推 出 与 (6.3.12)( 或 (6.3.14)) 相 反 的 不 等 式 ). 

因为 h(fn) = Ata, | (By, 1) 及 deg 太 = Dega, Ba, -1， 所 以 
由 (6.3.9)，(6.3.10) 式 知 By, ， -1 满足 Lp)N,， 1; 由 (6.3.15) 式 知 它 也 满 
ECO) n, r-1 AERA A By, = m 一 r+1 时 也 对 所 有 NSN, 19 
造 了 素 理 想 By CA =K [xo; s xm], ABA m-r+2,HWE 
Ca)y, r-1> (By, -1 RO, 1. 总 之 ,我 们 证 明了 车 (4,) 成 立 , 则 对 
PER +I; kyns 2yo Ara Ey 

由 于 引 理 5 表明 断 语 (Ak141) 成 立 , 因 此 (A1) 也 成 立 , 于 是 引 理 6 得 证 . 

引 理 7 在 定理 1 的 假设 下 , 断 语 (A1) 中 的 素 理想 序列 (BN, de, 的 
理想 都 在 A = KK[xo,…, Xm] 中 某 个 高 为 m 的 齐 次 素 理想 的 有 限 集 合 中 . 

证 HCA) AA r Cr = 1, 因为 由 不 等 式 (c)w,1 得 Bal a 
三 1, 所 以 r 0( 不 然 第 wy,1 = O), Bwa lla, = 1), 从 而 r" = 1, 即 得 
h* (By,1) = m( 对 所 有 N > N1), H dy, p = (OCN)). 

对 六 之 Ni, 用 了 表示 满足 下 列 两 条 件 的 最 小 整数 (No 及 N 均 在 考虑 


6.3 Philippon 代数 无 关 性 判别 法 则 
ZF): 

H txr (W) < cf? r(T)OCT)*, (6.3.16) 

Deg BX c10(T)*, (6.3.17) 
其 中 , 记 和 = Vy.. AH THA N 时 (6.3.16) 和 (6.3.17) 式 成 立 , 所 以 这 
种 工 存在 .下 面 分 两 种 情形 确定 T. 
情形 1. 设 

min | n- 6|<exp(- R(T)), (6.3.18) 
ER: Xy a = CP ptC yy). RH T = No. 

若 不 然 , 即 T > No. 我 们 来 考虑 定理 中 理想 序列 {TN )w>w 中 的 理想 
Ir- .我 们 先 证 明 : 对 于 Tx_1 每 个 生成 元 OS? 均 有 ?0; Y EP. Aik, 
我 们 设 有 某 个 i "OS? ER AARAA ,所 以 有 某 个 了 使 zj EB. 用 
poCUi) = xX Dodge a" QT 


定义 4 MA: ALOCT) IA. HA EHC. 3. 2) A | eC U,) lo 
e (M,(U,(0))) ~ !<exp(- S(T -1)), FE th fF 9 得 到 


1< (| Bll «ry + exp(— SCT — 1)))exp{cs (H tecry (QB) 
+ 6(T)Degacr P) }. (6.8.19) 
由 命题 13 知 
DegscT) B = Deg, 


H try (PR) < OCT) CAt(®) + log(m + 1)Deg $), 


并 且 由 (6.3.1) 式 知 SCT -— 1) > Cr(T)6(T)*, 所 以 由 (6.3.19) 得 


| Bll cry => expt- cs (Ht ($B) + log(m + 1)DegB 


+ Deg BICCT)} = expl= SCT = 1)) 
> cgexp{— cs CHIC + log(m + 1)Deg% 
+ DegB)d(T)}, (6.3.20) 
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I Bilary < | Bl cm + AAR) 

s B acy (Qe ADDE RII m + TD 
< I] Bll axm expCe7 N)Deg $), 


由 此 及 不 等 式 (c)Nw,1 可 推出 


SCN) 1/(k+1) | 
s Ty & H V) + r(N)Degs 一 | ———___ ` 
| Bl acry < expic tam (P) + tN) Deg ’B) | cy aia | 
(6321) 
SCN 
E ai ed BW A T 
T(N)OCN)* 


| Bll ar < exp{— cg (AH tan CB) + rCN)Deg$)}, 


从 而 当 N 充分 大 时 (6.3.20) 式 不 能 成 立 . 因 此 我 们 证 明了 OOTP, .…， 
“op CB. AEA PR y, A 
eS Be. gag Bye Corr Ry, = x, 
MU OE, Ira CB. BRMAACE, PIT) 的 素 理 想 集合 中 的 极 小 元 
因为 不 然则 有 k Ira) < kW = m, A dimri) 三 1, 由 此 及 
(6.3.18) 式 可 推出 ZO p-1) 1 BCO, exp(-RCT-1))) 是 无 限 集 , 这 与 “ 辅 
助 假设 ”矛盾 .因此 第 是 与 (*8, *I7-_1) 相 伴 的 孤立 素 理 想 .由 命题 11( 其 
Hah SO MO ds OT =i CT ae, 
XT -1)) E N1), HATER T -1> No (相应 地 在 断 语 (Ak ;1) 中 取 定 
Nki = No, “6 作为 By, 大 2 可 得 
Htocr-1 (BR) < 4m +1)2log(Cma + 1)e,7(T — 1)8(T - 1)* 
Se Mer = DOT = D 
Degscr-1) (B®) < c, OCT - 1)*. 


H#i(6.3.16), (6.3.17) wy T HELTE: Ale T = No. 
情形 2. 设 


6.3 Philippon 代数 无 关 性 判别 法 则 


min | n- 0 |> exp(- R(T)). (65.322) 
ne 


由 引 理 6 证明 中 的 (6.3.6) 式 知 lim min |n- 0| =0, Ah fF TE RK 
My SN, 使 当 M > Mo 时 有 
min | n- @|< expl- R(No)). (6.3.23) 
我 们 来 证 明 : 满足 (6.3.22) 式 的 N 只 有 有 限 多 个 ,并 且 这 些 N 都 二 Mu .用 
反 证 法 , 设 有 无 穷 多 个 N 满足 (6.3.22) 式 ,并 且 N > My. 
对 于 每 个 N ,存在 整数 工 > No 适合 


expl- R(L+ 1) < min | n- 0 |< exp(- R(L)). (6.3.24) 


因为 N 满足 (6.3.22) 式 ,所 以 工 二 7T. 我们 断言 : 理想 IL CC BC= 
By. 1). 事实 上 ,车 不 然 , 则 存在 TL 的 一 个 生成 元 OQ HPO” EB. Bea 
Tx, EPR. RNA j 


) 


CL 
pl Gy) = y a es Q, 


shg 
定义 同 态 0 : AL6(L)J] 一 A. 类 似 于 (6.3.13) 式 我 们 可 证 


| (U1) (0) | l P 
MCE, copy = es Dista Oh, OO") 


PBS a= SRC +1) SO; 且 出 (6.3.3) 式 知之 1 FEH 


1< || Bij) eple tH tact) OB) + 8CL)Degscy) OB))}. 
从 而 应 用 命题 13 推出 


IB ll az) 2 exp{— cy CAt CB) 


+ log(m + 1)Deg8 + Deg B)dCL)}. 
CO.322.5)) 


但 另 一 方面 ,类 似 于 (6.3.21) 式 ,我 们 可 证 
1/(k+1) 


SCN) 
< exps (H tam) (P) + rN)D D| ~] | 
I B Il aces sp CN) CB) + Tt SBD) cu T(N)d(N)* 
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Ae L< T<N, 所 以 类 似 于 情形 1 可 知 当 N 充分 大 时 (6.3.25) 式 不 能 
成 立 .因而 确实 Ty = COV, +, MOU CB. Hy (6.3. 24) 5k Ke “HH BH AE 
设 ?可 以 推 知 BESE E, POUT, e, AOS ) 相 伴 的 极 小 素 理想 ,并 
且 与 前 面 情 形 1 类 似 地 由 命题 11 得 到 


Hints CRY <= ef? eC DOL)", 
Degar PS c,0(L)*. 


AA LT, 所 以 与 了 的 极 小 性 矛盾 ,从 而 证 明了 满足 (6.3.22) 式 的 N 个 
BA, ALN < Mo. 特别 ,(6.3.23) 式 归结 为 情形 1, 从 而 我 们 可 确定 在 现 
情形 T = Mo. 

综合 上 面 两 种 情况 ,由 命题 13 知 
Ht(By,1) + Deg(By, 1) < Cek? + er + cylog(m + 1))7(T))8(To)*, 


其 中 , To = No 或 Mo. 在 A 中 仅 有 有 限 多 个 齐 次 素 理想 ,其 高 和 次 数 不 超 
过 给 定 的 界 , 因 而 引 理 得 证 . 
现在 来 完成 定理 1 的 证 明 . 依 引 理 7, 我 们 可 从 (By bs, 中 抽取 子 
序列 {Br iens EWE N, > oU o) H By, = BES! BK 
SRN EAL ey BoM 14, 对 所 有 LEN 有 
IBI = 1 Bw ,al 
1/Ck+1) 


z | (ND x | eye | n ) 
<= Exp T é č > 
j Gipi t(N1)8CN;)* SA 


SCN) 
tTCN)OCN)* 


|| BI =0; 亦 即 9€ XR), Ai 0... 0, E KK(K 在 C ,中 的 代数 闭 
43) UR OF CO. +s On) EC KOCH NS Nop f= 1, , ACND). E 
COS YK eCN) + cN) (常数 cia 与 N 无 关 ), 由 不 等 式 (2) 及 
Liouville 估 计 ( 对 于 平常 绝对 值 情 形 , 见 《超越 数 引 论 ) 第 一 章 引 理 10 ; 对 
于 一 般 形式 ,可 见 ,例如 ,L131j ,第 三 章 第 5 节 ) 可 得 SCN) 坟 cu(rt(N) 
+ 6(N))，, 这 与 不 等 式 SCN) > CrCN)6CN) 矛盾 ,所 以 当 N 充分 大 时 
Ci CO, oy Om) (i=1,…, n(N)) 全 为 零 , 这 与 “辅助 假设 ”矛盾 . 


(N => ©), H (N) 一 (l > ©), 因此 


6.4 Nesterenko 定理 的 另 一 个 证 明 


于 是 定理 1 得 证 . 


6.4 Nesterenko 定理 的 另 一 个 证 明 


作为 定理 1 的 一 个 重要 应 用 ,我 们 来 给 出 第 4 章 定理 1( 即 当 qeEC ， 
0<|q|<1 HY.trdegQ(q, P(q), Q(q), R(g)) 宇 3; 其 中 ,P, OQ, RR 是 
Ramannjan 函数 ) 的 另 一 个 证 明 . 它 基于 下 列 两 个 引 理 . 
引 理 8 存在 多 项 式 序 列 AnEZLz, x1, x2,，x3](N 宇 No), 具 有 下 
列 性 质 : 
degAy <coNlogN, log H(Aw) < coN(logN)?, 


expl- BaN) <| An(q, Plg), O(q), R(q)) |< exp(= BIN’) 


， 1 i 2 
其 中 , co 二 0 是 一 个 常数 ,Bi = 78 aot B2= 6+ 10* log ia ro = 
0 


ming (1 +) ¢@ D22 | ¢@ il} CB | gil re <1). 

证 可 由 第 4.2 节 命 题 1 推出 . 

引 理 9 Bo = (wm,…, ws) ECs:, 且 存在 多 项 式 序列 Py E 
名 [Lxis ts Xs] (NS 1) 满足 下 列 不 等 式 


deg PN <u(N), logH(Py) <N), (6.4.1) 
exp(— B,A(N)) <| Pn Cw +, ws) |< expC- BIACN)). (6.4.2) 


其 中 , p> By > 0 是 常数 , UCN) MAN) 是 NEN 的 增 函 数 ,wCN) 和 
ACN) œ (N 一 %), 且 对 某 个 整数 a 宇 0 


A + À 
ee (6.4.3) 
Hae (NIe 
那么 trdeg C@(w，…，wy) 之 x+1， 


证 在 定理 1 PRAN) = O(N) = HON), TON) = 24N), SCN) = 
BACN)，RCN) = 28.A(N); E= (0). 那 么 定理 1 中 不 等 式 (6.4.1) 将 不 成 
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立 , 从 而 给 出 所 要 的 结论 .证 完 . 

注 1 下 面 是 另 一 种 证 法 , 设 结论 不 真 , 可 设 {w，…，wnm } 是 {wl ，…， 
wy} 中 代数 无 关 最 大 数组 (不 科 sy) ,并 且 由 二 wa+1. 可 设 严 三 1. 存 在 环 
Z Lays ts wmj 上 的 vy 次 代数 整 元 5 使 Q@ Cw, y ws) = Q (ws wmo 
D. TÆR To E€ Zlxis > Xm YB Tolon, os wm» 0) 40, Be 


To Cw, to Wm» Do = Z [Los ts Om > Gils j = cd PUR Dera Sa 

由 (6.4.1),(6.4.2) 式 及 上 式 可 知 , 对 于 足够 大 的 N 可 找到 多 项 式 Ry CZ 
[vy tir s Xm y] ME 

t(Ry) < But Nis 

exp(— fyACN)) <| Ry logs +, wms O |< expl- BsACN)), 

其 中 , wo = 1, 并 且 Ry KF xo, s, Xm 是 齐 次 的 .注意 (6.4.3) 式 ,我 们 由 
第 5.4 节 引 理 4 推出 存在 齐 次 多 项 式 Ow € Z[xo,*…, Xm] (N > No) 
满足 

t(On) < Pen NI; 


exp(— BeA(N)) <| Oy ays “+5 wm) |< expl- BrACN)). 


4 On = ONC, x1，*…，xm)， 即 得 多 项 式 序列 Qn ED [x1, > Xm] 
NSÈN O MERER 


t (Qn) < Pel N), 
exp(— BeA(N)) S| Qy lor, ts wm) |< expl- BrACN)). 


MEEEM 1H é= (OCR k = m), 6(N) = O(N) = Beg N), 
T(N) = 2B u(N), SCN) = ByA(N), RON) = 2B6ACN), 即 可 推出 矛盾 ,于 
是 引 理 得 证 . 

为 了 证 明 Nesterenko 定理 ,我 们 在 引 理 9 中 取 = 4, a= 2, @ = 
(Cq, P(q), QCq), R(q)), CN) = coNCogN)?, ACN) = N4; 由 引 理 8 
Fl SHAE Z (P y } W E A AR PE r AIA trdeg Q(q, PCa), Qq), 
R(q)) 23. 


6.5 43 5 FË 


6.5 补充 与 评注 


1 本 章 的 理论 基础 是 源 于 L. Kronecker 的 U 结 式 理论 ,其 经 典 叙 述 
可 见 [56]. 在 第 2 章 中 采用 线性 形 Lis …, L, 定义 了 Chow 形式 ,本 章 则 
应 用 次 数 为 di 的 多 项 式 U;(i=1,…,7) 定 义 U 消 元 理想 ;特征 量 和 度量 
则 比 第 2 章 要 复杂 些 , 在 此 Mahler 度量 起 了 本 质 的 作用 .总 的 看 来 这 两 章 
在 框架 上 有 某 些 类 似 之 处 ,但 本 章 方法 不 是 第 2 章 方法 的 简单 扩充 ,而 是 其 
进一步 发 展 . 

上 述 理 论 被 进一步 扩充 到 多 重 投影 空间 ,可 见 G. RémondH®] 及 
C.Jadot[44] ( 均 是 博士 论文 ) ,还 可 见 [84] 的 第 5 章 和 第 7 章 . 

2 定理 1 是 定性 结果 ,在 L102j 中 P.Philippon 相应 于 定理 1 的 一 个 特 
殊 形式 给 出 定量 结果 , 即 代数 无 关 性 度量 .1990 年 ,E.M.Jabbourit43] 改 进 
了 这 个 结果 ,其 中 多 项 式 的 高 和 次 数 是 分 开 的 (不 使 用 1(P)= deg P + 
log H(P)), 并 被 G. Philibert!’ HR Æ n/w, m/w 的 代数 无 关 性 度量 
(此 处 w, m 分 别 是 Weierstrass 函数 名 Cz) 的 一 个 周期 和 拟 周期 ).1996 年 
C. Jadot“ prit Y Jabbouri 的 结果 (还 可 见 L84] ,第 8 BE). 

3 在 L101] 中 P. Philippon 将 其 代数 无 关 性 研究 扩充 到 交换 代数 群 及 
Abel FE E ,对 此 还 可 见 [100，104] 等 . 

4 Philippon 代数 无 关 性 判别 法 则 的 一 个 重要 应 用 是 关于 指数 函数 值 
的 代数 无 关 性 问题 . 

1948 年 ,A.O.Gelfond 提出 关于 域 K = Q (af, o, op” ) 的 超越 次 数 
的 一 般 问 题 , 其 中 a, 8 是 代数 数 ,a0, 1, 8 的 次 数 是 4d > 2, 并 宣布 


C6:3.1) 


trdegQ (af +, af) > K 3i ei 


2 
但 实际 上 只 在 d > 3 的 情形 证 明了 上 述 超越 次 数 宇 2; 特 别 , 当 d = 3 时 证 
明了 af A aP 的 代数 无 关 性 ( 见 [37, 38]) .依照 A.O. Gelfond, RZ IEF 
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列 三 个 域 
y= Q (eai bi ES e415, oe, el pb: yona; elpa A 


Lo = Q Caz; ts Apos efi ba 5 efb, s 


L; = Q (ais s ap» Dyg ey bg; eibi, oe, e7 2, 9 


它们 分 别 由 pq; pat p 及 pq+p+9q 个 元 素 在 Q@ 上 生成 ,其 中 ,a; Md, 
是 两 组 复数 ,分 别 在 Q 上 线性 无 关 . 于 是 指数 函数 值 的 代数 无 关 性 问题 归 
结 为 确定 域 Li 的 超越 次 数 .特别 ,Schanuel 猜想 就 是 说 当 g = 1, by = 1 
时 trdeg Lo >p. FRU p 和 9 ,在 某 些 “ 技 术 性 假设 ”( 关 于 a; Mb; 的 
丢 番 图 不 等 式 ) 下 ,可 以 证 明 域 Lo P La 的 超越 次 数 宇 2( 见 [38]). 这 种 情 
形 通 常 称 为 “小 超越 次 数 ”. 当 p 和 g BERU, Li 的 超越 次 数 将 相当 大 ,将 
这 种 情形 称 为 “大 超越 次 数 ”. 第 一 个 大 超越 次 数 结 果 是 G. V. 
Chudnovsky[23 得 到 的 .其 后 出 现 了 一 系列 新 结果 ,产生 了 一 些 新 技术 . 

1985 年 ,Y.V.NesterenkoL73 以 及 1986 年 P. Philippon[lo3] 互相 独立 
地 用 不 同方 法 证 明了 : A a; AD; Ci=1, +. pi j=l, =, 9) 分 别 满足 下 
列 技术 性 假设 : 对 于 任何 e 二 0 及 所 有 XS X C), MRA lA |< XR 
| yw |< X BIERRA A, s Ap) EZP, Cys ts tg) EC LIA 


P 
aa, 
i=l 


> exp(- Xh | DI ujb;| > exp(- x), 


RIDER Lo PR p =q = dy a; = Bi’, bj = P logali, j = 1, =, 
d), 则 可 得 到 : 若 AO, 1 是 代数 数 ,8 是 次 数 d 三 2 的 代数 数 , 则 


d=1 d 
trdeg Qaf, =, a? )> EI (6.5.2) 
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1987 年 ,G. Diaz: 3 改进 了 上 述 结 果 , 在 稍为 复杂 些 的 技术 性 假设 
下 证 明了 


Pq 


十 
trdeg Ly = ——,, trdep Ly = a BEBE 
prdq 


: (EDn) 
p+q 


作为 推论 ,将 (6.5.2) 式 右边 改进 为 | | ,这 是 迄今 最 好 的 结果 (特别 ,证 
明了 A.O. Gelfond 宣布 的 结果 ). 

无 论 是 P.Philippon 本 人 的 证 明 还 是 G. Diaz 的 证 明 ,Philippon 代数 
无 关 性 判别 法 则 都 是 基本 工具 ;G. Diaz 还 用 到 Masser 和 Wiistholz {Ef E 
的 零点 估计 和 定理 ,较为 复杂 .Y.V.Nesterenko 的 证 明 不 需要 代数 无 关 性 判 
别 法 则 .1989 年 Y.V.NesterenkoL76] 用 他 的 方法 在 较 弱 的 技术 性 假设 下 给 
出 了 Diaz 的 结果 , 亦 即 下 列 的 

定理 2. Cay», WieE C?, (by, #5 bs) E C1 RA FAR: 
FETE BLY > 0 EXE X > 0, 对 于 所 有 的 满足 | A; | 过 及 lp |< X 
AYE RACAL. 5 Ap) E ZPR, ts eg) EC ZIA 


P 
| Shia; 
i=1 


= expl- YXlog X), 


| Syd; | > exp(- yXlog X), 
j=l 


那么 (6.5.3) 式 成 立 ,特别 ,(6.5.1) 式 成 立 . 

文献 [84] 的 第 13 ,14 章 从 交换 代数 群 的 观点 论述 了 指数 函数 值 的 小 超 
越 次 数 和 大 超越 次 数 .这 个 思想 可 以 溯源 到 S.Lang( 见 他 的 书 L49], 第 2 Fe 
和 第 3 章 ). M. Waldschmidt 的 论文 L261 是 这 个 理论 的 莫 基 性 论著 ,他 的 另 
一 本 书 L131] 则 在 线性 代数 群 的 框架 下 人 研究 对 数 线性 形 问题 . 

与 (6.5.1) 式 相应 的 度量 结果 ,也 是 人 们 长 期 关注 的 问题 .1985 4 Y. 
V.Nesternenkor73] 给 出 了 一 种 新 方法 .其 后 ,G.Diaz[30 应 用 上 述 Jabbouri 
的 代数 无 关 性 判别 法 则 的 度量 形式 证 明了 af, of 有 代数 无 关 性 度量 Pd, 
H) = expl- exp(c(d + logH)d)), 其中, 心 关 0 是 一 个 常数 ，& 夫 0,，1 及 
8 是 代数 数 ,deg8 = 3. AA,S.O.Shestakev 应 用 不 同 的 方法 也 得 到 同样 结 
果 ( 见 [114]), 这 是 迄今 最 好 的 纪录 . 其 高 维 (d 宇 3) 推 广 是 D. M. 
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Caveny[H8] 借 助 线性 代数 群 的 工具 得 到 的 . 

5 Gelfond 代数 无 关 性 方法 的 发 展 , 除 了 YY.V. Nesterenko 和 P. 
Philippon 的 工作 外 ,还 有 W.D.Brownawell 的 方法 , 见 L12 一 14，16] 等 ,还 
可 参见 L84j 的 第 16 章 . 

6 一 些 文献 (例如 L49,，125] 等 ,还 可 见 L147]) 研 究 了 有 限 超越 型 的 域 
上 的 代数 无 关 性 .将 Philippon 的 判别 法 则 扩充 到 这 种 情形 是 值得 考虑 的 


问题 . 


附录 5 DU 消 元 理想 与 局 部 度量 


VU 消 元 理想 


设 R 是 一 个 Noether #, A = R[xo,…，xmj」] 是 系数 在 R 中 的 
Xos o Xm 的 多 项 式 组 成 的 环 .用 .Na 表示 所 有 xo，… ,xm 的 次 数 为 d 的 
单项 式 ( 亦 即 形 如 x …x ”的 式 子 ,其 中 ,ao,…, am ENo, ag +o tam = 
d) 的 集合 .还 设 7 是 一 个 非 负 整数 ,dE No. 若 +=0, 则 令 R[d]=R, 
ALd]= A; 阁 1 宇 1, 则 RLadj 及 ALd] 分 别 表示 系数 在 R 及 A 中 的 变量 


oD) 


My = (Ug s ME Ma) (=l, ys r) 


的 多 项 式 组 成 的 环 . 
当 r 三 1 时 , 记 ALdj 中 的 元 素 


U; = Uj xg» wy x= ug, eM (J] = 1, se RS 
MEM, 


最 后 , 设 了 是 4 中 的 一 个 齐 次 理想 , 当 r=0 时 , 令 I[d] = 1;4r>1 
时 ,用 Ld] = O, U1,…, U,) C Ald) RRA I RETA U |, U, 
生成 的 理想 . 

我 们 用 Ea (了 表示 RLdj 中 所 有 这 种 元 素 a 生成 的 理想 : 存在 N; EN 
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fE ae xi EILdj(i=0,…, m), 并 将 区 s( 了 1) 称 为 1 的 指标 为 4d 的 U 消 元 
理想 .换言之 ,如 果 令 


Wa) = U dLa] ‘Ata hr) = UFE Ald] | f+ &, C Ild] 
那么 有 
CD = WD AN R d]: 
注 1 在 My (7) 的 定义 中 ,因为 AlLd]A Noether 环 , 所 以 无 限 多 个 集 
合 的 并 将 等 于 有 限 多 个 集合 之 并 ,因而 存在 NEN 使 


Ha CI) = ILad “ALal MN )- 


我 们 还 考虑 变量 
(sP gif = lsc AMM! CM), i 
它们 除 满足 


m = URs oe + 59h’, sm = 0 
外 ,不 满足 任何 其 它 代数 关系 .用 ALdj] 表 示 以 它们 为 变量 而 系数 在 A 中 
的 多 项 式 形成 的 代数 .我 们 将 应 用 下 列 4 代数 的 射 
ô: Ald] — SA[d] 


G) - G) 
Um >u) = PL m 


引 理 1 对 于 f€ Ald], 下 列 的 性 质 等 价 : 
Gi) fEA CI); 
Gi) 存在 整数 NN 使 6(f) + MyCI + SAL d]. 
i OSG. f E AD, M f- My C Ild]. ER 
4 
DME Ma, ME My, ME My, 


因而 6(I[d]) c I.» SALd], 于 是 


dCf) ely C T SALA. 


GD>G). MF i= 0, =, m, REA M: = (x, n=1,2, =). 对 
每 个 i 定义 A 代数 的 射 : 
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pi; : SA[d]—> M7? » Ald] 


u pre Hp e x! HM' M; 


Cj) j ’ s 
Pil Sq = 4- ug /x EM = xt BMeM’; 
0 其 它 情形 . 


容易 验证 : 对 所 有 j = l, AA. rR ME Ma, 有 
Pj elus y= ug € M7 Ild], 
由 此 推 知 对 所 有 fe AL] 


P; s Of) -f € M;’ + I[d]. 


MURR OCf) + My C1 + SA[Ld], BA pi 0 OCf) My C Mj} + ICd], 3E. 
HH ERTA f My C Mi + Id). 这 对 所 有 i=0,…, m 成 立 ,所 以 
存在 整数 N 使 六 Myan CId] Am H Aa (7) 的 定义 得 fEMa (7). 引 理 
证 完 . 

命题 1 设 1 是 A 中 的 齐 次 理想 . 

O) Æ M C/T W Aa) = Ald] BED) = R[d]; 

GD 若 了 是 素 理想 , 且 STW AUD RE) 也 是 素 理想 ; 

GID ArT AMER PRA. H A SVT Mg CD) A Eg (1) 也 是 准 素 理想 ， 
FAVA D = UWT, AmE D = Ca VT); 

GV BL = Ain 是 了 的 不 可 缩短 的 准 素 分 解 ,那么 UD = 


Alans AiG EaD = AEs). 

证 (i) 由 Ma (了 的 定义 ,是 显然 的 . 

Gi) W fg € Ma(71), 由 引 理 1 得 6(fg). My CI-SGA[d]. 因为 4 是 
Noether #,GA(d | A 上 的 多 项 式 环 , 因 而 容易 推出 : 当 了 为 素 理想 时 ， 
I+ SALd4dj] 也 是 素 理 想 ( 见 [97]，p. 263, mÆ 6). Æ M SI, I 
MSI+SALd], 因此 得 


O(fg) = Òf) + d(g) € I + SALd]; 


于 是 知 OCP) BK OC QFE T+ GA[4qd] 中 ,从 而 f 或 8 HE Ug CD) BIR BP Aa CI) 
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是 素 理想 .容易 证 明 Ca (1) 也 是 素 理 想 . 

(iii) i fg € Ma (7), 由 引 理 1 得 知 6(fg)* My CT SALdj. 可 以 与 
上 面 类 似 地 证 明 : AT HER IFA SVT, WBA T+ SAL JEER, HH 
可 证 明 .如 dl 例如 , [97]，p.264, 命题 8). 于 是 得 知 
6(fe) =f) Sle) E 1-SA[d]. f E AUDIA ¢ I. SALd], 
并 且 T+ SALA JH UER PEE AE E EE re M 使 
6(g)M = &lg™) € 1-SALd], 从 而 g” € AD. 这 就 证 明了 MUDE 
准 素 的 ,并 且 得 知 Ga (7 也 是 准 素 的 . 

现在 来 确定 Ua (1) 的 根 . 按 引 理 1, f EVA (7) 等 价 于 存在 整数 M 使 
6(fM) + Mun C I- SALd]. 容易 验证 VI. SALd] = VI GALd]( 见 , 例 
如 , [97]，p.264, 命题 8), 因而 f E Wi) ENFI + My CC 
VT. GA[d]. 应 用 引 理 1 可知 E AT), 从 而 证 明了 Va(1) = 
We (JT), 因而 Gii) 得 证 . 

Civ) 由 引 理 1, 并 注意 L97j(p.265, 命 题 9) 可 知 : A OC f) + My CI > 


SA[d] = A <. SAAI) W f E Ug (DD). 仍 由 引 理 1, 上 述 条 件 等 价 于 


f © Maly). 于 是 (iv) 得 证 .命题 证 完 . 

注 2 如 果 工 准 素 且 OSV ,那么 准 素 理想 Mu(T) 与 二 有 相同 的 指 
数 ,因而 准 素 理想 ECD WaT WR. R 是 整 环 时 ,Ca (1) 与 I 
有 相同 的 指数 (参见 第 2 章 附 录 2). 

下 面 给 出 U 消 元 理想 的 几何 解 积 

命题 2(I)( 消 元 定理 1D Be: RidJ>F ER dj AMF PHA. Wl 
下 列 二 命题 等 价 : 

Gi) Ea (1) = (0); 

Gi) 存在 下 的 域 扩张 K K 区 ”*1 的 一 个 非 平凡 零点 ( 亦 即 
存在 = (Ess Em) EC 及 "tI\{0}, 使 对 所 有 p € Id], e(p)(S) = 0). 

注 3 ELK oP RHA Ald JB aia ees Xm | ER Ta AS CN E SA BY 
Sh) ,并 且 仍 记 为 pe( 本 章 中 ,对 于 类 似 情 形 不 再 说 明 ). 另 外 ,命题 2(1) 推 广 
了 Hilbert 零点 定理 ( 取 r+ = 0, R= 下 及 p = ids( 恒 等 映 射 )) ;如果 对 下 的 
所 有 扩张 区 ,I 在 区 ”11 中 没有 非 平凡 零点 ,那么 NU CNI. 
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证 《iD 之 (iD. 这 是 显然 的 ,因为 如 果 a E EaD, IA a- My CC 
Ild], HMRC, …， Spx) 是 oCIL[dj) 在 及 m+! 中 的 非 平凡 零点 ,那么 对 
某 个 下 标 i, €& £0.48 Ca) e EN = 0, 由 此 pla) = 0. 

为 证 明 DSGi, 区 分 两 种 情形 : 

情形 1. o 是 零 同 态 ,那么 Fm"*1 的 所 有 点 都 是 oC(I[d]) = (0) 的 零点 ， 
特别 ,在 F”*!1 中 存在 pC(I[d]) 的 一 个 非 平凡 零点 . 

情形 2. 2 不 是 零 同 态 .我 们 证 明 : 对 所 有 整数 N > 0, WS 
Pl(ILdj). 设 Fo 是 pC(RLdJ) 的 分 式 域 ; 它 是 下 HFM. HUE: 车 My Cc 
edda] W My CoCrLa]) 站 FoLxo,…, xm], 这 草 含 存在 元 素 w_E 
R[d] fE ola) + My CoLd] A pla) 40. 由 此 可 知 在 RCId] 中 存在 元 素 
Cam, mm, wen, EKerp, 使 得 对 所 有 ME My ， 

>) (am, w + adm, w) M' € ICd], 
MEM, 
其 中 ,0m, gv 表示 Kronecker 符号 .用 A HAREM 
Cam, w + am, mm, MEM, 
的 行列 式 , 不 难 验 证 它 有 下 列 性 质 : 
A © MN Tid} 


因而 A € Ca DREA) = pCa)! Al 40, Eb | My | 表示 集合 UN 中 的 元 
素 个 数 . 这 与 假设 (iD 矛盾 ,因而 .Uv S eCILd]) -F Exo, s xm]. 

设 下 标 i€ (0,…，m) 使 对 于 所 有 整数 N>>0 A x” g odlad - 
FlLxoy + Xm]. WA Lo x; E F [xo 1 xm] OPE eCILd]) 
F [xo +, Xm] 不 可 闭 . 事 实 上 , 设 不 然 , 记 它 的 道 元 为 pp + + pu, 其 
中 ,pj 是 j 次 齐 次 多 项 式 .那么 (1 -xi)(po +… + pm) 一 1 属于 齐 次 理想 
eCILd]) «Flags > Xm 1s AM po—1, xipo -Piss Xi- Pua = Py 
及 xipw 也 属于 该 理想 ,于 是 推 知 x%7rLiEpo(CT[d]) + Flxos =, xm] X5 
下 标 i 的 选取 相 矛 盾 . 因此 1 -x; 必 属 于 [xo,…，xm] 中 一 个 含有 
o(CTLd]) 的 极 大 理想 器 ,并 且 因而 诱导 一 个 由 4A[d] 到 某 个 含有 下 的 域 区 
的 同 态 

p: ALd]>F[ x9. =, xm] / =K, 
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WEP) = 140 KEP) = 0 对 所 有 pE1ILdj. 但 因 6(p)= e(p) 
(DCx0)，*…，P(xn)), 于 是 (6Cxo),…, Xm E Adlad DE K” pH 
一 个 非 平 凡 零点 ,从 而 命题 得 证 . 

与 第 2 章 相 同 ,我 们 定义 理想 的 高 ( 秩 , 或 余 维 数 ) 产 .现在 给 出 当 尺 为 
主 理想 整 环 时 , 齐 次 素 理想 BMS Ca MHR. 

命题 3 设 R JEMBER, PEA 中 高 生 m -r+1 的 齐 次 素 理 想 ， 
那么 


Gi) EBPN RO, Ea W = (BA R)- RE]; 

(iD ABA R = ©). MER = (0) 当 且 仅 当 第 的 高 <<m 一 r+1; 

Gi ÆRA R = 0, 并 且 第 的 高 为 m 一 r+1, 则 Ca (PR) 是 主 理想 . 

这 个 命题 的 证 明基 于 下 列 两 个 引 理 : 

引 理 2 w PÆ Lxj 中 的 素 理 想 ,其 中 ,并 是 主 理想 整 环 R 上 的 多 项 
AA, ABBA X= (0), 那么 第 是 主 理想 . 

证 设 区 是 外 的 分 式 域 . 员 在 区 [Lxj 中 生成 的 理想 条 "区 Lxj 是 主 理 
sik f 是 它 在 区 [xj 中 的 生成 元 .可 设 fE R IF AAA 站 是 唯一 因子 分 解 
环 , 所 以 可 设 其 系数 的 最 大 公 因 子 ( 称 为 f 的 “容量 ”) 为 1. (实际 上 , 设 容量 
He WBA f/c E 第 ;因为 c EAMA c € PB. BHR f/c 容量 为 1 且 生 
R Pe KED. RIKER = FAx]. 为 此 设 gE 弄 ;那么 存在 hErALx | 
及 bE 使 得 b，g=f:h, 因 而 b 整除 h，f 的 容量 ,于 是 整除 h 的 容量 ， 
故 知 h/b € Ax] mi g= fe h/b. 证 完 . 

引 理 3 设 R 是 主 理想 整 环 , 思 是 4 中 齐 次 素 理 想 ,RR 站 R= (0), 且 
xo EB. FA L i ABHE R 中 的 变量 


{ug sf = 1, sr AME My, W H 


的 多 项 式 形成 的 ROGIER. LAM = x 时 我 们 简 记 uf? = uy). HB 
A4t<m+1-h(®QA1l<t<rwKwha 


GC Llu, sos ay S OO: 


证 ”用 反 证 法 . 设 存在 非 零 元 素 a € E(B A Liwi” ects ia F 
是 存在 整数 N a + My CREA], 并 且 对 了 = !+1, …，r 形 式 地 写 出 
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CI a a G) 
= a uy M/ xe 
mg x" 


我 们 来 证 明 aus, e, us” 无关. 实际 上 ,我 们 有 
a » My ERN dis eet d] 。 Ald], 


(因为 xo € P, 所 以 xo ¢ Pld, 0, di). 由 此 推 知 a 的 系数 作为 
CRLdi,…, di])[diri,*…，d,] 中 的 多 项 式 ,属于 Ca, a ) Bs iA 
因为 a 非 零 ,所 以 Bod1, …, d,]+ ALA JEJERAN. 

用 下 表示 R 的 分 式 域 . 依 命 题 2, 由 Ea, ao OB) AAR ZS ME OT FFE 
F [xos s xmj 中 次 数 分 别 为 di1，…，d, WAKEH pis s pistë 
F [xos ts xmj 中 的 理想 ( 吊 ，p1，…，p,) 在 F”+1 中 无 非 平凡 零点 (此 处 FF 
表示 F 的 代数 闭 包 ) .这 表明 h* OB, pps oe, pi,) 宇 m+1. 于 是 依 Krull € 
理想 定理 ( 见 [L97j, p.217, 定 理 22), h* (P >m- t+1, 这 与 假设 矛盾 . 
证 完 . 

命题 3 之 证 r+ = 0 时 命题 显然 成 立 , 不 然 理想 加 的 高 扩 (型 ) <m 
—rtl<m + EA BD (461.5 te) Ale x, E B. 

(i) AA BO RO, 我 们 令 R' = RAVNA R), 这 是 主 理想 整 环 ,并 
H R'[Lxo,，…, Xm J 中 的 理想 名 ”= PAVN RW <A (8) 之 m 一 r 
+1, FATE R N R' = (0). 因此 为 了 得 到 Gy OB) = (0) ,只 需 证 明 (ii) ; 
而 由 Eg CB") = (0) 即 得 Ea (P) = (VN R). R[d]; 

GD 如 果 1 =r 二 m+1 一 六 (Pp), 那 么 万 BW <<m-rt+1.AH 
xo ¢ P. 538 Ca (W N Rod] = 0). 反之 , 若 ECR = 0), 则 由 命 
mA 22) (其 中 , 取 下 为 R 的 分 式 域 ), 对 下 [xo，…，xm] 中 所 有 次 数 为 
discs d, 的 齐 次 多 项 式 pis o p, 形成 的 多 项 式 组 ,理想 (PR,，p1，…， 
Pr)CFLxo,…,， xmj 在 区 ”+*!1 中 有 非 平凡 零点 ,其 中 ,是 下 的 一 个 域 扩 
张 .这 表明 对 所 有 这 种 多 项 式 组 piss pr HEA, pi e pO < 
m+1 JER BOR =(0) Mit < m-r+l1; 

(iii) 应 用 引 理 3( 其 中 1 =r - 1. RNA t << m+1— EW, 
BOR =) R xo EB. Ast Ca W N Luk , e, uP] = 0). 31 
2 表示 Ca (P) ( 素 理想 ) 也 是 主 理想 . 

注 4 如 果 在 4 = Z[ x9. +, Xm] PRI = (0) 及 +r = 六 +1, 那 么 
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ZLdj 中 的 理想 Ga D 是 素 主 理想 . 除 符号 外 ,其 生成 元 与 ALdj 中 m+1 
个 齐 次 多 项 式 U1 ，…，Um+1 的 结 式 相 一 致 ( 见 [56]). 

设 信 是 区 [xo,…, xmj 中 ( 真 ) 齐 次 理想 (此 处 区 是 一 个 域 ), + = mm 
+1-A OD. KRl<arcm. HTA t >0, HHU; S) RHEK LEY 
线性 无 关 的 1 次 齐 次 多 项 式 的 极 大 个 数 , 则 当 t 足够 大 时 有 
t 
cme | 
其 中 ,ao,，…, a,-1 是 整数 ,并 且 ao > 0. 我 们 称 ao 为 齐 次 理想 的 (通常 
的 ) 次 数 , 并 记 为 4d* (D = ao. 当 = (P) 是 由 齐 次 多 项 式 P 生 成 的 主 理 
想 , 则 d* (> = deg P. BR, 当 I,& 是 两 个 ( 真 ) 理想 ,S$ CQ, 则 
Ht; D) SAO; QCA t >00); HA k (Q) = K NIc RLA 
d* (3) > d* (2). DIE I NARR KH, 1< r< m, V 是 其 指数 
为 e; 的 相伴 素 理想 , 则 2)eid * (Bi) <d* (3). 


t 


At; QY = 
r= 2 


+ ay tere + aps 


WR 为 主 理想 整 环 ， ICA = REXoy =; xXxm J 为 齐 次 理想 , 则 
d CDS lim Edim (F [xos + tm I/I + F)p> 
其 中 ,r= m+1—h CD), (9) p RERE [xos > Xm 1/1 + F 中 次 数 为 DD 


的 齐 次 元 素 的 矢量 空间 ,F 为 R 的 分 式 域 . 

注 5 对 于 上 述 基本 事实 , 见 [15, 97] 等 . 

命题 4 设 R 为 主 理想 整 环 ,7 是 A 中 高 为 m 一 r+1 的 齐 次 纯粹 理 
想 ,那么 Ca (了) 是 主 理想 ,并 且 它 的 生成 元 是 RLdj 中 的 多 项 式 , 它 关 于 每 


Uy = (ug ME My) (= 1 ,7) 
是 次 数 <d* (D+ [ou 的 齐 次 多 项 式 . 
i 
证 ”由 命题 1 以 及 命题 3 的 (iii) 容易 证 明 G (1) 是 主 理想 . 因为 
Ca ITF) =C) F, HPF ER 的 分 式 域 ,因此 我 们 只 需 在 R EME 
的 情形 进行 证 明 . 男 一 方面 ,显然 @a D = Eg CO, U2，…,，U,)), 并且 理 


想 (I，U2，…，U,) 的 次 数 等 于 d* (D+ Ila. 因此 ,适当 改变 多 项 式 
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Uis +, U, 的 下 标 , 并 用 RELCdz，…，d)] 的 分 式 域 代 替 下 ,那么 只 需 对 
r= 1 建立 引 理 中 关于 次 数 的 上 界 即 可 .在 这 种 情形 中 ,对 于 了 的 每 个 相伴 
素 理 想 BO 多 町 ) 表 示 第 在 P%(F) 中 的 零点 的 集合 (此 处 为 域 F 的 代数 
闭 包 ) ;六 叫 ) 是 有 限 集 , 其 元 素 个 数 等 于 d * (W. 对 于 LOR) 的 每 个 元 素 适 
当选 取 在 F”+! 中 的 坐标 ,借助 命题 1 的 (让 及 命题 2( 了 1) 可 知 下 [dj] 中 的 多 
项 式 
( Jum + Max) 
xex(p) MEAs 

是 Eq CBD) HERL. FRI PF KAT REF LOR) 的 元 素 个 数 , 亦 
Bl d* (®). Ay Dewgd * CBR)<d* C1) (此 处 对 了 的 所 有 相伴 素 理想 求 和 ， 
ey 为 吊 的 指数 ), 所 以 由 命题 1 及 注 2 可知 Ey (1) 的 生成 元 (因而 其 所 有 生 
成 元 ) 是 齐 次 的 , 且 次 数 三 d* (1). 

注 6 (iD 如 果 映 是 高 为 下 +1-r 的 齐 次 素 理想 , 那 么 Ca% = 
Eq PLdi, +, dp D = Ca Qla, a CB)» 但 因为 由 命题 1 GD 知 
Woden d, o (DE A[L(di，…，d,-1)] 中 高 为 m 的 素 理想 ,所 以 由 上 面 
引 理 的 证 明 容 易 推出 Ga Clea. a.» OB) (因而 Eq ( 员 )) 的 生成 元 关于 
变量 U MKEHA CB) ] di. 类 似 的 结果 对 其 余 变 量 YG = 1，…， 
r— 了 也 成 立 ， 

GD B d, < dis s d,-1, 且 第 是 和 4 中 高 为 m+1-r 的 齐 次 素 理 
Æ j = 1, +, 7-1, Uj) = Uj +AU, xe aj © R) 代替 Uj, 
则 易 见 eC Eg CB) = Ga OB) + REA ILA]. 由 此 推出 车 f 是 Ca OB HAE ETE 
则 在 RLajL4] 中 f BBR OCP); AREA; Tr FEAF Eo = f. 

we R 为 Noether 环 ,其 每 个 由 /个 元 素 生 成 的 理想 都 是 高 为 ! 的 纯粹 
理想 , 则 称 它 为 半 正 规 环 或 Macaulay-Cohen 环 . 此 时 Roxo. +. Xm [tte 
半 正 规 环 ; 特 别 , 若 F 是 域 , 则 下 [xo,…, xmj 是 半 正 规 的 . 

我 们 记 次 数 分 别 为 dis s d, 的 齐 次 多 项 式 pi_, = Uy, +, po = 
U,. 还 设 理想 TC A = Rixos, mj 由 次 数 分 别 为 djw1，…， dran 的 
齐 次 多 项 式 piss pn 生成 .定义 {1,…, r+n} 的 置换 o 使 


dai = dw 2? 22 Expand 


附录 5 U 消 元 理想 与 局 部 度量 289 


还 设 o 是 RLdj] 到 下 (特征 零 的 域 ) 中 的 同 态 ( 并 扩充 为 RLd] 到 A'= 
EE | x0; Aa Xm JAJA), h 为 理想 o(CTLdj)CA4' 的 高 . 

引 理 4(D. W. Masser) 设 尺 为 Noether 环 ,Pi,2o 如 上 , 则 存在 次 数 
分 别 为 ds) > a dan) 的 齐 次 多 项 lay dis "*°s Qh ,形式 pLILaj) 中 的 正规 
列 , 亦 即 它们 属于 pC(ILdj]), 并 且 对 于 i = 1,…, hh 一 1, 理想 

Cars e g agr = FEA faer Cig aq 
满足 
人 

并 且 多 项 式 q; = 1, °°, h) 可 以 表示 为 


= SODA, me Depa) (2) 


FEHR AURA EM E Maa Si Bis …，r + n) 的 元 素 个 数 之 
Tl doc + 1 APSE A), m 是 一 个 有 理 整 数列 ,其 绝对 值 均 过 < Idan, 
”证 Be iy 是 满足 下 列 条 件 的 最 小 整数 i 
Poti y-r) FOA ME My -a 5 


我 们 取 q EM. OC Poci,y-r) > 并且 归纳 地 定义 q2 s qar- W i<h Hf 
多 项 式 q1,，…，9qi 已 定义 ,使 得 oCTLd]) C Ji, 其 中 ,J; Rm A PHA 
Cais “> Gis P(Docisty—-r) > ts PC Docr+n)-r))- Al A' Æ Cohen-Macaulay 
环 , 所 以 高 为 i 的 理想 (qi1,…,，9i;) 是 纯粹 的 .用 NN 表示 它 的 相伴 素 理想 的 


个 数 , 它 不 超过 理想 的 次 数 亦 即 Te d= Ca el 
is] 
N ”it1. 理想 Ca((q1,，…, gid) CF'[d] 是 主 理想 , 且 依 引 理 4, 其 生成 元 


AFERE Y = (uP, MEM } 的 次 数 声 [duc 因为 i< h, HVA 


对 (qi，…，9i;) 的 每 个 相伴 素 理想 条 ,存在 一 个 多 项 式 epei- ) (其 中 
i<i(P)<rt+n) ABF B.A Sis. 表示 这 些 下 标 ICD ELH BH 
(qi. > qi) 的 相伴 素 理想 ) 并 加 上 下 标 i + 1 所 形成 的 集合 .5S'i41 中 元 素 
SHEE N+1< [I dec +1. 由 抽 屠 原理 ,存在 一 个 多 项 式 qi+1, 它 具有 引 
理 中 的 表达 式 (2) 而 且 不 属于 任何 (91，…，9gi) 的 相伴 素 理想 .这 表明 在 
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Ca ((q1，…，qi)) 的 生成 元 f 中 替换 表达 式 (2) 中 一 般 多 项 式 的 关于 变量 
(ugs ME Ms,,,) 的 系数 时 ,我们 得 到 变量 (Ay JES 
ME Ma. -d,,, } 的 不 恒 等 于 零 的 齐 次 多 项 式 , 且 关于 这 些 变量 的 次 数 不 
超过 [[ duo. 由 此 推出 存在 绝对 值 [| do 的 全 不 为 零 的 有 理 整数 
àj, mm， 并 且 没 有 影响 f Æ Ca ((g1，…，9i)) 的 生成 元 .依据 命题 2, 与 这 些 


整数 ,四 相对 应 的 (2) 形 的 多 项 式 qi+1 不 属于 任何 (gq1， sacar | di) 的 相伴 素 
理想 ,从 而 有 
(dys qi) A" Giang = Cgi» rice CEDE 
因 为 Àj, M 全 不 为 零 , 我 们 有 CCP E Jisas 于 是 完成 了 qi+1 的 构 
造 . 引 理 证 完 . 
对 于 引 理 4 中 构造 的 序列 qi. ss gn ,我 们 定义 与 之 相伴 的 Koszul 复 
JÉ , 亦 即 序列 


o ; Dip 
0 一 Ay —> 41 > > A Ay 


其 中 ,47 是 由 符号 zi es zh 生成 的 A' 上 的 自由 外 代数 的 次 数 为 1 的 齐 
次 部 分 ,映射 91 定义 为 
TE = On tig iis a qjzj Nzi Av AZi,> 


其 中 , 求 和 展开 在 满足 1 过 订 三 … < i <S h KAC’ es iD 上 . 
因为 q1，…， Gn 是 正规 序列 ,由 此 可 以 推出 上 述 复 形 是 正 合 序列 ; 借 
助 于 增 广 映射 


>: Ar A'/(q1, s qn) 
azi N \ 24> amod gi 5 “sy Ands 


其 余 核 同 构 于 A'/(gqi1,，…， qn). 
特别 ,可 以 推出 , 若 用 4D 及 (9ji， aoe dno 分 别 表 示 A4 及 (9l， a 
qD PRF xos s Xm 的 次 数 为 D 的 齐 次 元 素 的 部 分 , 则 有 等 式 


h 
dimp’ Ap/(qi+ *…, qn)p = >) (一 1)? y ding! Apna, md Ti 
120 i ai, 
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其 中 , 求 和 展开 在 满足 1 过 订 << i Sh WKH, es il) 上 .这 表明 
数 dimp' ADp/(q1，…,，4n)p 与 刀 及 所 选取 的 正规 序列 gl，…，qg 中 元 素 
的 次 数 无 关 . 

命题 2( 工 )( 消 元 定理 I) wo: Rid) > R' 是 RLdj 到 环 R' 中 的 同 
aS ,那么 


GD Ea D C U ATAD tp Me): 


其 中 , oCILd]) ip Mm = fE R's fe Mk Coeocli[d])}; 
(ii) 若 R'Æ— ARE , Hp sm FRE AS, Wy 


eo(Eg(I)) F = U ‘pCILa)) "Edy = OTA te! My. 


其 中 , MS doa + + dsmiDy 一 m( 当 m+1 达 r+n) 及 M 宇 1( 其 他 
情形 ). 

证 G) 可 以 由 Ca (7) 的 定义 推出 .又 注意 到 当 GW S/o) 时 
EaD) E = (0); 不 然 它 等 于 F .因此 (iD 中 第 一 个 等 式 是 命题 2C7) 的 重 
新 表述 .于 是 为 证 实 命题 为 真 ,我 们 只 需 证 明 : 车 U COULD) :mw .从 ) =F', 
则 pCI[4]) :gh = F. 这 个 假设 意味 着 在 A' = FF'[xo,…，xm] 中 
pedd) 生成 的 理想 的 高 为 m +1. 特 别 r+n 宇 m+1, 并 应 用 引 理 4 可 在 
PC(ILdj]).F' 中 构造 次 数 分 别 为 dz) s ts damin 的 齐 次 多 项 式 qi; s 
qm+1 组 成 的 正规 序列 .由 上 述 关 于 Koszul 复 形 的 基本 事实 可 知 对 于 所 有 
整数 D 有 


f 4 d, da m+ 
dimp’ A p/Cqi> TAR D Gm+1.D = dimp’ A p/ (x9 MN ge ete b Op. 


但 可 以 验证 对 于 所 有 D> M, Apa T p +, x8) HE, Ai 
Ap/(q1> ágat dm+1)D 也 为 零 , 从 而 


My Z gia 请 Gast) Cc e(ILd]) i F’, 


这 正 是 所 要 证 明 的 结论 .命题 于 是 得 证 . 

注 7 命题 2(I) 可 以 叙述 为 

命题 2( 工 ) OTEMI 设 p: RLdj] 一 F 是 RLdj 到 特征 为 零 的 域 
F 中 的 同 态 . 则 下 列 命题 等 价 : 

G) CCa CI) #0); 
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GDA Codda D; 

GDM cea BM = doay + dand — M 

注 8 关于 Macaulay-Cohen 环 及 Koszul 复 形 可 参考 ,例如 [97]】] 及 
[138]( 第 二 卷 ) 等 . 


2 多 项 式 的 局 部 度量 


设 区 是 一 个 数 域 ,NU 和 .NU 表示 区 上 绝对 值 及 阿 基 米 德 绝对 值 的 集合 . 
对 于 绝对 值 | | , ,用 区 ,表示 区 关于 它 的 完备 化 ,C ,表示 区 ,的 代数 闭 包 
的 完备 化 ;KK 到 K ,中 的 典范 欣 入 扩充 为 区 到 C ,中 的 庶 和 并 记 为 av, .对 于 
所 有 的 x © 区 ,有 | x by =| yD lc 其中。 lo RR C ,的 绝对 值 
当 vE .时 它 是 @ 的 通常 绝对 值 的 延 拓 ; 当 v È Ma EY | ply) =1/p, 其 
中 ,p 为 它 对 应 的 素数 . 

设 P = Ki Tis cee, seem Pe PS ery ware ine 对 每 个 vE AM, 邻 
o, (P) = Xon T TR .我 们 用 下 列 方式 定义 己 在 " 的 局 部 度量 : 
当 Vv € Meo 9 A 

Muti m laoo) low = max | fes lev 

( 亦 即 第 2 rhe Vv A| P|, )3°4 v © .Ns 时, 令 M, CP) do, CP) H Mahler 
度量 ( 当 m = 1 时 见 (超越 数 引 论 》, 第 一 章 第 一 节 ) , 亦 即 M, (0) = 0, 而 当 
oy (P)#0 时 


M,(P) = M(o,(P)) 


1 fl 
一 saf l : 2niu, PEOR 2riu ata s 
cxp(|， | og | cvCP)(e e >| du, dum | 


其 中 ,| | 表示 平常 的 绝对 值 .注意 ,由 log | oy CP) | 的 可 积 性 我 们 可 推出 : 
M,(P) = 0 当 且 仅 当 P=0. 对 于 多 项 式 PEC ,[ Ti,…, Tm REE 
用 相同 的 记号 M,(P) 表 示 其 局 部 度量 . 

M, 满足 下 述 “ 乘 积 公 式 ”: 对 v € M 及 非 零 多 项 式 P，QE 
人 
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M,(PO) = M,(P)M,(Q). 


当 y E€ Mo 时 , 它 可 由 Mahler 度量 的 定义 推出 ; 当 v WI A LB 2.1 
PA I: 
下 面 给 出 M, 的 一 些 常用 性 质 . 


命题 5 WP, QEC, LT …，7Tn]，, 次 数 分 别 为 &CP) 和 和 42). 记 
PUP ys 5 Teh fey bet Ss OO CC i NS 


iy bot iy SAPELE (0, +, me) HHS iy = ACP) = A ays 
定义 多 项 式 


a jisi ooe Pim 
Peireta = PE E ee A E oe athe yA 
ee yl Tia Tal 


HP, O = Gries im ENG ojrat tim Sios BAY ve Mait, 


! 
We (3) 
1 l ig lizlerri;! 


M,(P + Q) <= M,CP)(m + iP + M,(Q)Cm + 1)?; =) 
4 y é Ma 时 
My Pe gero ss CP), 
M,(P + Q) < max{M,(P), M,(Q)}. 


HE 4 vé Mo 时 结论 显然 成 立 , 所 以 设 vE Mo . 先 证 不 等 式 (3). 我 们 只 
ma OE 0 = 1 的 情形 证 明 ( 变 量 个 数 m 三 1 任意 ); 一 般 情形 可 以 由 它 推出 ;事实 
上 ,逐次 对 于 变量 个 数 为 m — 1+ 1, …， m 的 情形 应 用 所 得 到 的 结果 ,可 得 

A 


ig iy 


My OP G ip) S MOP G ys, ty) 


(ACEY = = Vg) 
M OP Gy a, i re 


MOP Gy. Se iar. yO 
1-1 = (d(P) 一 i- 一 iadli Ci, PEN 


d(P)! 
MOP 4 Z = M,(P), 
Leelee Vy ree er re 
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将 它们 相 乘 即 得 不 等 式 (3). 
现在 设 1 = 1. 习 知 ,对 于 a = a(T) = 2 iT =aa [|T -an € 


C(T], M(a) =| aq | [[ max(1. |an |} ( 见 《超越 数 引 论 》, 第 1.1 节 ), 因 
EH h = 0,…,d 


Ee ee 1S MCa)~ S01 


d! 
= Ftd - h)! 
AA OR AR A HEIB A ISi < <i, <d 的 数组 (i) = Cii, s ip) € 
NÝ E BIW tzos tm ECRi SdP) A 


M(a), 


| Pei (tas PE P ES 


GE 
三 全 


1 i 
exp(| log | Pte" ¢ tas oe tad | dui), 
从 而 得 到 
to f : 
M, (PG) Le exp(| =f log | Popeia p tg e n) | duz din ) 


d(P)! 
Vp 


M,(P), 


于 是 (3) 式 得 证 . 
为 证 明 不 等 式 (4) ,注意 对 所 有 ts os fee 


| PC t, te) |= M, (PA +| tI |+ +] tp DIP, 


对 O 也 有 类 似 不 等 式 成 立 . 因 为 在 M, 的 定义 中 | ti | = 1, 所 以 得 
1 1 
M,(P+Q< exp ( (| f logom, cP) Cm + 44 
+ M,(Q)(m + 1)4® )duy--dum ), 


由 此 即 得 (4) 式 .证 完 . 
注 9 Ev E€ .We， 我 们 有 下 列 一 般 形 式 的 不 等 式 : MPEC, 
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[Ti,，…，Tmj( 如 引 理 6), 
MAP I< DY | fos [oe Xn + DOOM CPI 


其 中 , 求 和 展 布 在 满足 iy toe tim Sd (P) WMA. im EN? 上. 
左 半 不 等 式 可 由 M, (P) 的 定义 得 到 , 右 半 不 等 式 是 命题 5 的 推论 . 
命题 6 设 PEC,LTI，…， Tm] 为 d 次 多 项 式 ， 


gw, pe : CE Ve Tm]—>C Esis a S4] 


是 两 个 C, 代数 同 态 ,适合 
q 
d) C1) C 
POT = Fe yt 24%, 55) fey 
Qi = i ae a P; l = i Ds 
那么 


M,(PVP)— 9 (P))/M, (P) 


(1) (2) (1) ve 
i going j la). max {1, Ea : eng he PS 
? Ls Gi fe D oJ 


<e’ 。 (max | p 
其 中 ,cv = 4C(p+1)(g+1)( 当 vE Mo) Re, =104v é Mo), J H. max 
分 别 取 自 所 有 (i， j) Ri, yy EDs i & il, eras D}> J € 10, PREA q4} 而 
lE ts 2). 


证 只 对 v€ Mo TEMA Cv E Mo 时 证 明 类 似 旦 要 简单 些 ). 对 1 = 1, 2, 


L 


q 
D (CD) CH Sai 
St, tn =e, + 2 Treni ， 则 有 
z 


(1) 


[e GD lay <(q + D max | ee ples (5) 


其 中 ,max 取 自 (i, j), i€ {1, as | pis JE, suka) q} .注意 
1 1 
M,(P (P) - PP (P)) = exp| …| log | ACu) |eydur dug, 


Hp, Ata) = PCy Cad TCU ht, tp Ca) tp lad = Plt Cad cos 


Netw diem eu) = 8 tad, ate a, Ca) =a Gad. Be P= 


l 


X Pus T TO ,其 中 ,(k) = (ky, eey kp) E No , 则 
Ck) 
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人 


ee : À 
ty lp kiri k= 
= 之 Po 网 | | Ee Si 
i, =0 i-=0 Lp 
Fea Gg = Ai ee eg DA 
| Tilu) leer sS 3 | Po rj oe. les 


20g +1) maxt| e lows |, lets = 
其 中 ,max MAC, Jos LET "ey D}> JeW; d | d) .由 命题 5 可 得 P H 
系数 的 上 界 , 从 而 
ee Abe NGG ORG Bia RP CPt ye ete Pak iey 
< M,(P)(2p + 104 Cmax | zy [ew maxila | ti les | ty boy tt 
由 此 及 (5)，(6) 式 即 得 所 要 的 不 等 式 . 证 完 . 
现在 基于 多 项 式 的 局 部 度量 M, 建立 它 的 另 一 种 “高 ”. 设 PE OK 
LT1,…, Tj 非 零 ,那么 只 有 有 限 多 个 v € Mik M,(P) 41, 据 此 我 们 可 
以 定义 的 绝对 对 数 高 (在 本 章 简 称 “ 高 ”?)h(P) 及 高 不 变量 h(P), 即 映射 


h, h : UKLT, sane | Tml>R, 


其 定义 是 h(0) = h(0) = 0, 且 当 P 关 0 时 
= 1 
h(P) = ——_— “^n, » max{0, log M,(P)), 
rane È 
h(P) = —— Dany log M, (P) 
[K:Q] 3 


其 中 ,my 表示 在 v 的 局 部 次 数 , 亦 即 KK TE Q p Ch v Me RR CH VE 
Ns ) 上 的 次 数 . 

注 10 (i) 设 K' 刁 KK 是 区 的 域 扩张 ,那么 可 将 区 [Ti s Tj] 的 元 
RAVE RKTT; s Tj 的 元 素 ; 不 难 证 明 高 h(P) 及 h(P) 与 基 域 的 选取 
无 关 ( 因 此 在 上 述 记 号 中 不 注 明 基 域 ). 这 使 我 们 可 以 将 h 及 h 扩充 到 集合 
UOT, +) Talk. 
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| 


(ii) HAERA ACA) BEF A AY Weil 绝对 对 数 高 .而 由 命题 7(ii) 可 知 
h(AP) = h(P) (A40) (RRRA HE”). 

命题 7 2P, QEK[T),--, Tn ldEB.AC K,AZ0, WA 

0 

Gi) RCA) = 

Cii) ACPQ) = hCP) + 800), ACPO) < hcp) + RCO); 

(iv) hCP) < h( PQ) + h(Q) - h(Q); 

(vy) RCP) Rh SO 
[K:Q] 


Ny 


(vi) 对 所 有 v E M, M, (P) > exp(- ACP) ); 


(vii) FE u = (P) € K, 2 40,8 hP) = h(uP) = ACP). 
证 是 显然 的 . (让 可 由 区 上 绝对 值 的 乘积 公式 推出 . (i) 可 由 M, 
的 “乘积 公式 ”得 到 . 现 证 明 (iv) 如 下 : 


ih 


RCP) = aad 0. log M, (PQ) - log M,(Q)} 
[K:0] >in max{ og Q og Q)} 


"i TE dine log M,(Q) 


Ae: are ,max{0, log M,(Q)} 
< h(PQ) —- h(Q) + h(Q). 


下 面 对 变 量 个 数 m 用 归纳 法 证 明 (v), (vi 和 (vii). 当 m = 0 HY, Cv) 
是 (Gi) 和 GD 的 推论 ;(vi) 是 关于 K 的 元 素 AWA sO) 的 不 等 式 ( 参 见 《 超 
起 数 引 论 ), 第 一 节 ) ,可 由 乘积 公式 推出 .Cvii) 是 (i) 的 推论 , 且 x = SB 
it m 宇 1, 且 结论 对 区 [Ti ，…， Tm] 中 的 元 素 成 立 . 设 PE KK[Ti,…， 
Tml To 是 整除 P 的 Tm WRB KR, Py = P/T. 因为 
M, Tu) =1( 对 所 有 v), 所 以 只 需 对 Po 证 明 命题 . 多 项 式 Py = 
PòlTis s Tmiss 0) -€ KLT ss Tai) EF RESER AS m-l, 
FFLAC), Cvi) 及 (vii) 对 它 成 立 . 于 是 由 命题 5, 对 所 有 的 v 有 


M.P) >M, Pi S 0 7) 
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RCP) = n,logM, (Po) 
: ea ; 


1 
> TKO] Q] 


即 (v) 对 Po 成 立 . 其 次 ,我 们 有 


Dany log M, (Pi) = hp >0, 


LK: Q] 


v 


M, (Po) = M, (Py ) > exp(- RCP, >), 

AAC) Raa APS) AC Po), 所 以 上 式 表明 (vi) 对 Po 也 成 立 .最 后 ， 
存在 x = x(P6。 ) EK, he #0 M, uP) > LOMA v). (TRB SI 
M, (uPo) > M, (pyPj ) 宇 1, 于 是 hyPo) = hluPo) = h(Po), Hl vii) 对 
Po 成 立 .证 完 . 


3 局 部 距离 


w ICA = 区 [xo,…, xmj( 区 是 域 ) 是 高 为 由 -7+1l 的 齐 次 理想 ， 
d E Ni RIK Ga D 的 所 有 元 素 的 任何 一 个 最 大 公 因 子 f 称 为 1 的 指标 
为 d 的 U 消 元 形式 .特别 , 当 Ca (7) 是 主 理 想 时 ,f 就 是 其 生成 元 .对 于 集合 
X CP m(C EXA) = {P E A; P(X) = 0} RHE dim X = 
m—-h* (3CX)). @ve A, ICC,(x,. "wy x, | EAN m= rti 
齐 次 理想 ,用 SCD RAR 在 Pw(C ,) 中 的 零点 的 集合 . 

MER d ENG, 56E€C”"( 即 6EP mm(C ,)) ,我们 定义 射 


ded Cy lal SC id] 


ug) > dg, Pie ee = mm eM) G=1, =, r) 


RPs yy 见 (1) 式 .在 不 会 引起 温 淆 时 ,我 们 将 Oe, a 简 记 为 6 或 58. 并 且 
定义 射 6e, a ( 简 记 为 6s 或 6 ) 为 


Og, ga = Dey AC Jy, jE; 
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HP, j = 1,… rs ME Ma IFAM VC Meo iim, j, g = M, U; E), 
Sv E Me MRM EIME la = My,(Uj(6)), 并 令 my, jg = 
M'E). tab Uj (6) = PLE mcs) € C, [dj]. 


最 后 ,我 们 定义 1 在 8 的 指标 为 的 绝对 值 
Pg va = My Bia O Met [| MU SY Ya 
zM Oe a OCM LP) 

其 中 , 是 理想 了 的 指标 为 的 消 元 形式 .并 令 5EC7 ”与 XCPm(C，) 
的 (局 部 ) 距 离 为 

Distra X67 | AO |G ya HEN. rs 1+ dim Zz), 
Ep MX) = P e CLs =s sad: PCY) = O}. 

容易 验证 上 述 定义 与 了 的 选取 无 关 , 并 且 与 5EP mm(C ,) 的 坐标 选取 
也 无 关 . 由 命题 2(D , 当 工 是 纯粹 理想 时 , Oe a(f) = 0 当 且 仅 当 6€ (7); 


| Pl eee = VS Dict; SON. 4) = 05 € WF, 


注 11 为 定义 M, (6s,a (f)) 我 们 应 选取 变量 组 sy w 以 形成 
SC ,Ld] 的 基 ; 但 易 验 证 上 述 定义 与 变量 组 的 选取 无 关 . 

现在 我 们 固定 ve eS, ne P nE, 并 简 记 Dist(m, 6) = 
Disty, 1 0, 6) ,其 中 ,1 = (1, 0, 1). 对 6 及 7 的 任意 投影 坐标 (向 ，…，&%) 
Rp, s Im) > 4 & p £0 We MH GH) 距离 
Ni €i 


|n- é|= max 
10 o 


l<i<m 


(v) 


引 理 7 te & #0. 
(i) FG Th = Os 则 


(Cm + 1)?max{1, | § |Ð) < Dist(m, 6) < (m+ 1)?; 


Gi) Fm #0, Wl 


300 


第 6 章 Gelfond 超越 性 判别 法 则 的 多 变量 推广 


|n- é | 
max{1, | $ |}max{1, | 71|} 


(m +1)? 


|n- $ | 
maxis. |S 150) ae 


< Dist(n, 6) < (m + 1)? 


证 由 定义 可 知 
Dist(, ) = M, (6 CUCD))/M, CUCS))M CUCTD )， 


If A ðU) = > Sij (Eng — $i); 特别 , Dist(m, §) = Dist(é, m. 


0<i<j<m 


wo = 1& m% = 0. 由 命题 5 得 


max | & lo <M,CUCS)), max |7 lo < My(UCD), 


以 及 


+1)? 
M, uo) < T max lEn — Sn lew) 


0<i<j<m 
<(m+ 1)? ( max Ear e max | y bese 1 
<ixm 0<j<m 
于 是 得 到 (i) 中 不 等 式 的 右 半 . 又 因为 ‰ = 0, & = 1, 所 以 


max | % | < max | €7; — & 9; lo < M, (OeCUCM)) 


0<j<m 0<i<j<m 
以 及 
M,(UCM)) < (m+ 1) max ERST 
M,(UC§)) < (m + 1)max(1, | €]}. 
由 此 可 得 (iD 中 不 等 式 的 左 半 . 
PRUE ii). WS = p= 1. BA 
max{l, |6|/}<M,(UC§)), maxíl, | n|} < M, (UM), 
以 及 


+1)? 
M, ogun) < T max | &9; =E le 


0<i<j<m 


Hw! I< n|,W4OSKIi<jcmF 
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lem = Emi le = E EE =E feon 
<2|n-§%|maxí1, | €1}. 
由 此 推出 
M,,(6e(U(M))) <(m +1)? | n- € | maxil, | 5|)， 
从 而 得 
|n-6§| 


Dist(m, E) < (m+ 1)? 9 
2 < max{1, | ^|} 


现 设 | 7 | 过 | 6 |, MAM E Ain HL. A th TIRA GD HK HE 
的 右 半 . 
为 证 不 等 式 的 左 半 ,注意 & oy = 13 从 而 


| 了 一 和 | = max | Nj =E lov < max | Ehi =EN lo 
<j<m 


<M, (6e(U()))). 
以 及 
M,(U()) < (m + 1)max{1, | |}, M,CUCD) 
< (m + 1)max{tls | 0|}; 


即 可 推出 所 要 的 不 等 式 .证 完 . 
注 12 Gi) 因为 


ôg, CUM) = = X sm, w MCE) MD -MM MS), 
M, MEM, 


所 以 对 所 有 d © N # Dist,, a(n, $) = Dist, a (6, mM). 同样 ,应 用 引 理 6 
可 知 对 于 所 有 SF, 11， vkd, 
— Ms, a UD 
Dist, 4(§, M4 M,CUC(S))M,(UCD) 
<1, 40 Me: 


<= Cm + 1074 8 we Mes 


GD 4d EN, v ~ Me 时 ,可 以 证 明 Dist, gC +, + MRM 
P m(C ,) 上 非 阿 基 米 德 距离 . 当 v € Me, d € NIFH m = 工时 可 以 证 明 
Disty, aC; O MP LCC) 上 的 距离 . 
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6.5 表示 有 关 事 项 参见 第 6.5 节 . 
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